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מבוא מתמטי לפיסיקאים 2 (ממפיס 2)
פרק 1 - וקטורים גיאומטרים, פונקציות וקטוריות, אופרטורים וקטורים
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 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 וקטורים

 .uu,: הם .סימונים מקובלים נוספיםuכך   uקטור  ואנו נסמן את הו :ת סימוןהער

|נסמן כך   uקטור ו את גודל הו   |u.  סימון מקובל נוסף הוא|| ||u. 
 וקטור.ווקטור וגם הנורמה של הוגודל וקטור נקרא גם אורך ה  

 שאלות 

,P,Qוקטורים ואת נוסחת כל אחד מה רשמו (1 R,S  .שבאיור 
 הנח שאורך ורוחב כל משבצת באיור הוא יחידה אחת. 

 
 

 , נתונה מקביליתהבא בשרטוט  (2
 ששיעורי שלושה מקדקודיה נתונים.

 .Dאת שיעורי הקדקוד מצאו  
 בנוסחת אמצע קטע. היעזרו רמז: 

 

 נתונה תיבה שמידותיה נתונות במערכת הצירים שלפניך. (3
 . על פי השרטוט uמהו הווקטור מצאו  

 

 

 

 

 נתון משולש ששיעורי קדקודיו נתונים. הבא בשרטוט (4
 . את שיעורי מפגש התיכונים במשולשמצאו  
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 ל הסעיפים הבאים )אין קשר בין הסעיפים(:ענו ע (5

)אם נתונות הנקודות  EFאת הווקטור מצאו   . א )E 2,0, )-ו  −3 )F 7, 1, 3− −. 

)אם נתונה הנקודה ,Nאת שיעורי הנקודה מצאו   .ב )M 0, 4,1−  

)והווקטור  )MN 1, 1,9= − −. 

 

 נתונה תיבה שמידותיה נתונות במערכת הצירים שלפניך. (6
 .vומהו הווקטור   uמהו הווקטור מצאו  

 

 

 

u -אם נתון ש ,z-ו x  ,yאת  מצאו   (7 v=   4)כאשר, 1,2)u = −,

( 2, 1, 3)v z y x= − + −. 

 

נתונות הנקודות הבאות:  (8

( ) ( ) ( ) ( ) ( )A 1,0, 2  , B 3,7, 4  , C 6,9,0  , D 7, 4,10  , E 9,11, 4−. 

ABכי   הראו . א DE=. 

ADכי  גם האם ניתן לומר  .ב BC= ? .נמקו 
 

 , בשרטוט נתונה מקבילית (9
  ששיעורי שלושה מקדקודיה נתונים.

 .Dאת שיעורי הקדקוד מצאו  
 בפתרון בנוסחת אמצע קטע. היעזרו אין ל* 
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)  קטוריםונתונים הו 10-16בשאלות  3,1, 4)u = −, (4, 2, 6)v = − ,2,6)-ו − 5)w = −. 

 את משמעות התוצאות מבחינה גיאומטרית. הסבירו  16-ו ,14 ,13 שאלות* ב

 חשבו: (10

3 . ג −0.5v .ב 2u . א 2u v− 

 

 חשבו: (11

0.25 . א 0.5v u− 0.5 .ב 2v u w− + 

 

12) 2 4v u w− + 
 

13) / | |u u 

 

14) ( , )d u v 

 

15) 2v u w v +  

 

16) proj( , )u v 
 
 

,3) נתונות הנקודות 17-19בשאלות  1,2) , (4,2, 1) , (1, 3,0)C B A− − − , 
 וקטורים:ואת הויש למצוא  

17) AC AB+ 

 

18) 2 4AC AB− 

 

19) 2AC AB BC+ − 

 

: ABCDנתונים ארבעת קדקודי המרובע  (20

( ) ( ) ( ) ( )A 4,2,1  , B 0,2, 1  , C 3, 5,0  , D 7, 5,2− − − − − −. 

 כי המרובע הוא מקבילית. הוכיחו 
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: ABCDתונים ארבעת קדקודי המרובע נ (21

( ) ( ) ( ) ( )A 1, 2,0  , B 2,5,3  , C 1,8, 4  , D 4,3, 1− − −. 

 טרפז. כי המרובע הוא הוכיחו  . א

 ?האם הטרפז שווה שוקיים .ב
 

 :v-ו uאת הזווית שבין הווקטורים  חשבו  (22

) . א ) ( )2, 2,5  , 4,0,1u v= − = 

) .ב ) ( )6, 3,1  , 2,5,3u v= − = 

) . ג ) ( )2,1,3  , 4, 2, 6u v= − = − − 

 

 שקדקודיו הם: ABCאת שטחו של משולש מצאו   (23

( ) ( ) ( )A 3, 2,1  , B 0,3, 2  , C 5, 1,0− −. 

 

)נתונים הווקטורים  (24 ) ( )2, 1,0  , 5,0,3u v= − =. 

 , 0היא  v-ומכפלתו ב 0היא  u-שמכפלתו ב wוקטור  מצאו 

 .70אם ידוע שגודלו הוא

 

,3)  םוקטור שמאונך לשני הווקטורימצאו  (25 ,1)- ו(2,1 1, 2)−, 

 .3הוא  (1,1,0)קטור וושמרחקו מהו
 

 ל שני הסעיפים הבאים: ענו ע (26

|כי  הוכיחו  . א | | |u v u v u v⊥  + = −. 
 הגיאומטרי של תכונה זו במישור.מהו הפירוש הסבירו 

2כי  הוכיחו  .ב 2 2| | | | | |u v u v u v⊥  + = +. 
 מהו הפירוש הגיאומטרי של תכונה זו במישור.הסבירו 

 
 הוכיחו: (27

2 . א 2 2| | | | 2 | |u v u u v v+ = +  + 

2 .ב 2 2| | | | 2 | |u v u u v v− = −  + 

2 . ג 2( )( ) | | | |u v u v u v− + = − 

2 .ד 2 2 2| | | | 2 | | 2 | |u v u v u v+ + − = + 

 לתוצאה במישור.פירוש גיאומטרי  נות

) .ה )2 21
| | | |

4
u v u v u v+ − − =  

1
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,יהיו  (28 nu v אורתוגונליים זה לזה ובעלי אותה נורמה.0-וקטורים שונים מ , 

2נגדיר   , 3a u v b u v= − = + . 

 ?-ל שווה cosאז  ,b- ל aהיא הזווית בין   אם 

 

1יהיו  (29 2, nw w  אורתוגונליים זה לזה ובעלי נורמה0-וקטורים שונים מ , k. 

1יהי  2

3

4
v w w= - וקטור שמרחקו מ  +

22w שווה למרחקו מ -
1w. 

- מ vמהו המרחק של 
1w? 

 

,יהיו  (30 nu v   2וקטורי יחידה המקיימיםu v− =. 

 הם בהכרח כפולה בסקלר אחד של השני. v-ו u-ש וחיהוכ
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 תשובות סופיות 

1) ( ) ( ) ( ) ( )P 4,0,7 , Q 2,1,3 , R 6,4,0 , S 2,4,0= = − = = − 

2) ( )D 6, 8,1= − 

3) ( )4,11,5u = 

4) ( )M 7,1,2= 

)א.  (5 )EF 5, 1,0= )ב.   − )N 1, 5,10= − − 

6) ( ) ( )0, 7,6 , 4,7,6u v= − = − 

,6א.  (7 2, 5z y x= = − = 

 ב. לא. .שאלת הוכחהא.  (8

9) ( )D 6, 8,1= − 

)א.  (10 )6, )ב.   −2,8 )ג.  −2,1,3( )17,7, 24− 

)א.  (11 )2.5, 1, 3.5− )ב.   − )9.5,9.5, 18− 

12) ( )19,19, 36− 

13) 
3 1 4

, ,
20 20 20

− 
 
 

 

14) 158 

15)  14 

16) *u 

17) ( )5,7,1 

18) ( )8, 16,8− − 

19) ( )8,12,0 

 .שאלת הוכחה (20

 ב. כן.  .שאלת הוכחהא.  (21

97.277א.  (22 =     .90ב =    .180ג =  

23) ABC 10.173S  יח"ש. =

24) ( )3, 6,5− − 

25) 
1 1 1 1 1 1

, , , ,
3 3 3 3 3 3

v or v
   

= − − = −   
   

 

 .שאלת הוכחה (26

 .שאלת הוכחה (27

28) 
1

50
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29) 
5

4
k 

 שאלת הוכחה. (30

1
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 מכפלה וקטורית ומכפלה מעורבת 

 שאלות 

 נתון:  (1

1 0 0

0 , 1 , 1

1 1 0

u v w

     
     

= = =
     
     
     

.  

): וחשב )u v w . 

 

)שטח המשולש שקדקודיו:  את וחשב (2 ) )A 8, 2,3 ,  B 4, 1,( ) (2 ,  C 8,0, 4= − −. 

 

,נתונים שלושה וקטורים  (3 ,u v w  .במרחב 

,0  ידוע כי 0, | | 0u v u w u =  = . 

0v  כי וחיהוכ w =. 
 

u,נתונים שני וקטורים  (4 v .במרחב 

|,  ידוע כי | 1, | | 4u v u v⊥ = =. 

)  וחשב ) ( )u v u v+  − . 

 

נתון  (5

1 4 7

2 , 5 , 8

3 6 10

u v w

     
     

= = =     
     
     

. 

 :וחשב

) . א )u v w   ב. ( )v w u   ג . ( )u v w   

 

 :חשבו את נפח (6

A(1,1,1)המקבילון שקדקודיו  . א ,B(2,2,2) ,C(3,0,2) ,D(4,1,1). 

A(1,1,1)הפירמידה שקדקודיה  .ב ,B(2,2,2) ,C(3,0,2) ,D(4,1,1). 
 

A(2,2,5)את נפח הפירמידה שקדקודיה  וחשב (7 ,B(1, 1, 4) ,C(3,3,10) ,D(8,6,3)− −. 
 

1
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 . a,b,cנתון מקבילון הבנוי על וקטורים  (8

a,aוקטורים  והבנוי על ה ,כי נפח המקבילון וחיהוכ -b,a + b - 4c, 
 מנפח המקבילון הנתון.  4שווה לפי 

,נתונים שלושה וקטורים  (9 ,u v w  .במרחב 

כי   וחיהוכ ( ) ( ) ( ) 2 ( )u v v w u w w u v+  + + =  . 

 

,נתונים שלושה וקטורים  (10 ,u v w במרחב . 

)  ידוע כי ) 4u v w  =. 
 :וחשב

) . א )u w v  ב. ( )v w u  ג . ( )w u v  ד. ( )v u w  

 

 במרחב.  a,b,cנתונים שלושה וקטורים  (11

 ?a×b×cמהי הנוסחה עבור  
 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 

1

0

1

− 
 
 
 − 

 

2) 22.5S = 

 הוכחה.שאלת  (3

4) 8 

 −3ג.   −3ב.    −3א.  (5

 1ב.   6א.  (6

7) 
1

9
3

 

 הוכחה.שאלת  (8

 הוכחה.שאלת  (9

 4ד.   4ג.   4ב.   −4א.  (10

 אין לו נוסחה. (11

1
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 שימושי מכפלה וקטורית לגיאומטריה אנליטית במרחב

 שאלות 

 :שהנקודות הבאות נמצאות על מישור אחד וחיהוכ (1
A (1,2,1) , B(1,1,1) , C (2,1,2) , D(2,2,2)= =. 

 

)את מרחק הנקודה   ומצא (2 )A 3, 2,1− 

: מהישר ( 10,8, 8) (2, 1,2)L t− − + −. 
  

 נתונים שני ישרים: (3

1 2,
2 4

: 3 : 7 5 , 3
2 3

x z
L y L x y z

− −
= − = + = − = 

 שהישרים מצטלבים. וחיהוכ . א

 את המרחק בין הישרים.  ומצא .ב
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

 הוכחה.שאלת  (1

2) 26 

 5.7735ב.    הוכחה.שאלת א.  (3

1
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 פונקציות וקטוריות של משתנה ממשי

 שאלות 

 על הסעיפים הבאים: וענ (1

)את תחום ההגדרה של   ומצא . א )r t 0וקטור וואת ה( )r t , 

)כאשר  )( ) cos , ln , 2r t t t t= − 0-ו − 4t =. 

2sinאת המשוואות הפרמטריות   מורש .ב , cos , cosx t y t z t= = =, 
 כמשוואה וקטורית אחת )כפונקציה וקטורית(.

 את ההצגה הפרמטרית המתאימה למשוואה )לפונקציה(מו רש . ג

)וקטורית  וה )2 3( ) , ,r t t t t=. 

 

 ובהצגה וקטורית:  בהצגה פרמטרית את העקומה הנתונה מורש (2

2 . א 29 4 36x y+  .ב (xy)במישור     =
1 0

4 2 2 1 0

x y z

x y z

− + − + =


− − − =
 

 . ג
2

2

y z

x y

 =


=
 .ד 

2 2

2

z x y

z y

 = +


= +

 

 .ה
2 2

2

9x y

z x

 + =


=
 .ו 

2 24

2

z x y

z x

 = +


=
 

 

)נתונה פונקציה וקטורית  (3 )2 2( ) 21 ,21 1,10 tr t t t e= −. 

 :וחשב ,ג- בסעיפים א 

 . א
1

lim ( )
t

r t
→

 

)' .ב )r t 

 . ג
1

0

( )r t dt 

1t-האם הפונקציה הנתונה רציפה ב .ד =? 

 האם הפונקציה הנתונה חלקה?  .ה
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)נתונה:   (4 )4( ) cos 4 ,sin 4 ,r t t t t=. 

: וחשב . א
| ' |

, ,
dr dr d r

dt dt dt
. 

 שהפונקציה מסעיף א' חלקה. וחיהוכ .ב

 

)הווקטורית  הפונקציהנתונה  (5 )4( ) sin 4 , ,tr t t te t= . 

 הפונקציה.  את וגזר . א

)המשיק לעקומה  ,הישראת משוואת   ומצא .ב )4( ) sin 4 , ,tr t t te t= 0-בt =. 

משיק לעקומה ה ,ישראת משוואת ה  ומצא . ג
2

2

y z

x y

 =


=
 .A(1,1,1)בנקודה  ,

2וקטורית ולפונקציה ה משיק יחידה  ומצא .ד 2( ) (sin , , )tr t t e t=, 0-בt =. 

 

)העקומה נתונה  (6 )2( ) , ,5r t t t=. 

שבה הישר המשיק מקביל למישור   על העקומה, נקודה ומצא . א
6 4 3 0x y z− + − =. 

)משוואה של המישור, הניצב לעקומה   ומצא .ב )( ) 3sin , 2cos ,r t t t t= − , 

0.5t-ב =. 
 שהוא ניצב לעקומה בנקודה מסוימת, אם הוא ניצב למשיק בנקודה זו(  , )אומרים על מישור

 

)נתון  (7 )( ) 3sin ,3cos , 4r t t t t=. 

 .r( של B( והבינורמל )N(, נורמל היחידה )Tאת משיק היחידה ) וחשב

 

)תהי  (8 )r t  .פונקציה וקטורית במרחב תלת ממדי 

|שאם  וחיהוכ . א ( ) |r t קבוע לכל t אז ,( ) '( ) 0r t r t =. 

)כלומר,  )r t ו-'( )r t .ניצבים זה לזה 

)שנורמל היחידה  וחיהוכ .ב )N t,  ניצב למשיק היחידה( )T t. 

 

)נתונה פונקציה וקטורית  (9 )2 3( ) , ,r t t t t=. 

 את משוואת המישור הניצב, מישור היישור ומישור הנישוק,   ומצא
2t- המתאימים ל =. 
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)נתון  (10 )( ) ( ), ( ), ( )r t x t y t z t=. 

 פונקציה וקטורית, על סמך הגדרת הנגזרת של 

)כי   וחיהוכ )'( ) '( ), '( ), '( )r t x t y t z t=. 

 

3חלקיק נע לאורך עקום מרחבי  (11 22 , 3 , 2sin5tx t t y e z t−= + = − =. 

0tבזמן עבור החלקיק,   את:  וחשב ,=

 . המהירות . א

 . גודל המהירות .ב

 . התאוצה  . ג

 ה.גודל התאוצ  .ד

 .י המהירות והתאוצהקטור  ו וית בין והז .ה

 

2נתון רדיוס וקטור של נקודה כפונקציה של זמן  (12

0

1
( )

2
r t v t gt k= −, 

כאשר 
0 01 02 03(0) ( , , )v v v v v=  המהירות ההתחלתית.  =

 את המהירות והתאוצה והערכים שלהם.  ומצא

 

2cosחלקיק נע על העקומה  (13 , 2sinx t y t= =. 

 . t  את מהירות החלקיק ואת גודל מהירותו ברגע וחשב . א

את מסלול החלקיק, והוסף לשרטוט את וקטור המיקום ואת   ושרטט .ב
0.25tוקטור המהירות ברגע  =  כאשר עקבו של וקטור המהירות ,

 ממוקם בראש וקטור המיקום. 

 וקטור המהירות, ושבכל רגע וקטור המיקום ניצב ל והרא . ג
 . וקטור התאוצהניצב לו וקטור המהירותו

 

)מהירות   (14 )v t  נתונה על ידישל חלקיק  ( ) (2, 1, 10 )v t t= − −. 

0tברגע  (0)החלקיק נמצא בנקודה  ,= (0,0,100)r =. 

)את משואת התנועה של החלקיק    ומצא )r r t=. 

 

)  תאוצה (15 )a t נתונה על ידי ,של חלקיק  ( )( ) 18cos3 , 18sin 3 ,0a t t t= −. 

0tברגע  (0)החלקיק נמצא בנקודה  = (2,0,1)r  )נקרא גם רדיוס וקטור תחילתי( =

(0)ובמהירות  (0,2,4)v =. 

)ואת התנועה של החלקיק  ומצא את מש )r r t=. 
  

1
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)וקטור המצב )המיקום( של חלקיק נתון על ידי  (16 )2 2( ) 2 5 3, 5, 3r t t t t t= − + − −. 

גודל המהירות של החלקיק יהיה מינימאלי ומהו גודל  tעבור איזה ערך של  
 המהירות המינימאלי של החלקיק. 

 

 ענו על הסעיפים הבאים: (17

)את הנקודה על המסלול   ומצא . א )2 2( ) 5 (2 1) 3r t t t t t= − + + +i j k  שבה וקטורי

 המהירות והתאוצה ניצבים זה לזה.

)וקטור המצב )המיקום( של חלקיק נתון על ידי  .ב ) cos sint tr t e t e t= +i j. 

)שהזווית בין   והרא )v t ו- ( )a t את הזווית הזו. ו קבועה ומצא 
 

: אם המהירות של חלקיק קבועה בגודלה אז וקטורי המהירות והתאוצה  וחיהוכ (18
 שלו ניצבים זה לזה.

 

)  את העקמומיות ורדיוס העקמומיות של העקום וחשב (19 ) ( )2 ,0, tr t t=. 

 

)על ידי  ן הירות של חלקיק נתווקטור המ (20 )( ) 2, 1, 10v t t= − −. 

1tמצאו את רדיוס העקמומיות של וקטור המיקום )המצב( של החלקיק ברגע  =. 

 

)  ידיוקטור התאוצה של חלקיק נתון על  (21 )( ) 8cos 4 ,8sin 4 ,0a t t t=. 

0tברגע  (0)החלקיק נמצא במהירות  = (0,2,4)v =. 
מצאו את רדיוס העקמומיות של וקטור המיקום )וקטור המצב( של החלקיק ברגע 

4
t


=. 

 

)הוא מעגל שמרכזו בנקודה   Cהעקום   (22 , )a b רדיוסו R. 

 .C  העקוםאת העקמומיות ואת רדיוס העקמומיות של   ומצא . א

 שמעגל העקמומיות של העקום מתלכד עם העקום.  וחיהוכ .ב

)שמרכזו של מעגל העקמומיות הוא  וחיכלומר, הוכ , )a bרדיוסו R. 

 

)ן העקום נתו (23 ) (4cos ,3sin )r t t t=   0כאשר 2t  . 
באילו נקודות על העקום העקמומיות שלו מקסימלית ובאילו נקודות על 

מינימלית. באילו נקודות על העקום רדיוס  העקום העקמומיות שלו 
העקמומיות שלו מקסימלי ובאילו נקודות על העקום רדיוס העקמומיות שלו 

את כל התוצאות   ימואת מעגלי העקמומיות בנקודות לעיל. הדג ומינימלי. מצא
 באיור.
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)נתון העקום  (24 )3 3( ) cos ,sinr   =. 

רדיוס העקמומיות שווה לשלוש פעמים האורך בכל נקודה על העקום ש וחיהוכ
 מהראשית למשיק לעקום.  של האנך

 

)ממדי, שהיא גרף של פונקציה -נתונה עקומה במרחב דו  (25 )y f x= . 

 שהעקמומיות היא  והרא

( )( )
3

2 2

''( )
( )

1 '( )

y x
x

y x

 =

+

. 

 

נתון העקום  (26
1

y
x

=. 

 את רדיוס העקמומיות של העקום.   ומצא . א

 על העקום את הנקודה בה רדיוס העקמומיות מינימלי. ומצא .ב
 מהו רדיוס זה?

 בסעיף ב. נמצאהאת מעגל העקמומיות שמתאים לנקודה ש  ומצא . ג

 

4את רדיוס העקמומיות של העקום   ומצא (27 4 2x y+  .(1,1)בנקודה =
 באיור את התוצאה שקיבלת. ימוהדג

 מהו מרכז העקמומיות ומהי משוואת מעגל העקמומיות בנקודה הנ"ל? 

 

2נתונה הפרבולה  (28 8y x=. 

 -את הנקודות על הפרבולה בהן רדיוס העקמומיות שווה ל  ומצא . א
125

16
. 

  הנמצאאת מעגל העקמומיות עבור הנקודה ברביע הראשון ש  ומצא .ב
 בסעיף א'.

 

)הוא מעגל שמרכזו בנקודה  Cהעקום  (29 , )a b רדיוס וR. 
 העקום. את העקמומיות ואת רדיוס העקמומיות של   ומצא

 

3נתון העקום  (30 3cos , sinx y = =. 

/בנקודה בה   6 =: 

 את רדיוס העקמומיות.  וחשב . א

 את משוואת מעגל העקמומיות/נישוק.   ומצא .ב

 שרדיוס העקמומיות שווה לשלוש פעמים האורך של האנך וחיהוכ . ג
 מהראשית למשיק לעקום.
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)עקומה מישורית מיוצגת על ידי    (31 )( ) ( ), ( )r t x t y t=. 

 שהעקמומיות היא  והרא
( )

3/2
2 2

| ' '' ' '' |
( )

( ') ( ')

x y y x
t

x y


−
=

+
. 

 

 ענו על הסעיפים הבאים: (32

)את רדיוס העקמומיות של   וחשב . א , 0) cos , sina b x a t y b t = 0t -ב = =  

/-וב 2t =. 

,3 וביהצ .ב 2a b=  פירוש גיאומטרי לתוצאה מסעיף א.   נוות =
 את מעגלי העקמומיות.   ואת מרכז העקמומיות ושרטט ובמיוחד מצא

 

)שהעקמומיות של עקומה הנתונה על ידי הצגה קוטבית  והרא (33 )r f =  היא 

( )( )

2 2

3
22 2

2( ') ''
( )

'

r r r r
k

r r


+ − 

=

+

. 

 

2sinrאת העקמומיות של  וחשב (34 =   עבור/ 6 =. 
 פירוש גיאומטרי לתוצאה שקיבלת.  נות

 

1העקמומיות של  רדיוס את  וחשב (35 cosr = /עבור   + 2 =. 
 פירוש גיאומטרי לתוצאה שקיבלת.  נות

 את מעגל העקמומיות ואת מרכז העקמומיות.  ובמיוחד מצא

 
 

 

 

  

1

פרק 1וקטורים גיאומטרים, פונקציות וק...

16

16



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 תשובות סופיות 

0.  1א (1 4t     2א  .( )(4) cos4 , ln 4, 2r = − 

)ב.   )2( ) sin , cos ,cosr t t t t=   .2ג 3, ,x t y t z t= = = 

א.  (2
( )

2cos , 3sin

( ) 2cos ,3sin

x t y t

r t t t

= =

=
ב.    

( )

2 0.5, 3 1.5,

( ) 2 0.5,3 1.5,

x t y t z t

r t t t t

= − = − =

= − −
 

ג. 
( )

2 4

2 4

, ,

( ) , ,

x t y t z t

r t t t t

= = =

=
ד.     

2 2

2 2

, 1, 1
4 4

( ) , 1, 1
4 4

t t
x t y z

t t
r t t

= = − = +

 
= − + 
 

 

ה. 
( )

2

2

3cos , 3sin , 9cos

( ) 3cos ,3sin ,9cos

x t y t z t

r t t t t

= = =

=
 

21,20,10)א.  (3 )e   .ב( )42 ,42 ,10 tt t e  .7,6,10)ג 10)e−  .ה. כן. ד. כן 

)א.  (4 )
5

3 6

6

| ' | 12
4sin 4 ,4cos 4 ,4 , 4 1 ,

1

dr dr d r t
t t t t

dt dt dt t
= − = + =

+
 

 הוכחה.שאלת ב. 

)א.  (5 )3'( ) 4cos4 , ,4t tr t t e te t= )ב.    + , , ) (0,0,0) (4,1,0)x y z s= + 

)ג.  , , ) (1,1,1) (1,2,4)x y z s= ד.    +
1

(1,2,0)
5

 

2ב.      (9,3,5)א.  (6 0.5y z + = 

7) ( ) ( )
1 1

( ) 3cos , 3sin ,4 , ( ) ( sin , cos ,0), ( ) 4cos , 4sin , 3
5 5

T t t t N t t t B t t t= − = − − = − − 

 שאלת הוכחה. (8

4המישור הניצב      (9 12 114x y z+ + 24מישור הנישוק , = 12 2 16x y z− + =, 

76מישור היישור   143 54 292x y z+ − =. 

 שאלת הוכחה. (10

)ג.  140ב.   (2,6,10)א.  (11 )0,  120.46ה.   12ד.    −12,0

12) ( ) ( )2 2 2

01 02 03 01 02 03( ) , , , ( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) 0,0, , | ( ) |v t v v v gt v t v v v gt a t g a t g= − = + + − = − = 

א.  (13
( ) ( 2sin , 2cos )

| ( ) | 2

v t t t

v t

= −

=
 ג. שאלת הוכחה.   ב.    

 

14) 2( ) (2 , , 5 100)r t t t t= − − + 

15) ( ) ( 2cos3 4,2sin 3 4 ,4 1)r t t t t t= − + − + 

16) min (1) 6v v= = 

1

פרק 1וקטורים גיאומטרים, פונקציות וק...

17

17



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

א.  (17
19 3 3

, ,
16 2 16

 
− 
 

45ב.   
4 rad


 = = 

 שאלת הוכחה. (18

19) 

( )

( )
3

2 2

3
2 2

4 12
,

2
4 1

t

t

 
+

= =

+

 

20) 
21 21

2
 = 

21) 
2

, 6.5
13

 = = 

,א.  (22 1/R R = -מכאן, רדיוס העקמומיות של העקום הוא קבוע ושווה ל. =

R - ושווה לועקמומיות העקום קבועה . =
1

R
  ב. שאלת הוכחה.   .=

,0עבור  מקסימלית העקמומיות  (23 , 2t  =  אז העקמומיות תהיה
4

9
 = 

 -ושווה ל  מינימליבנקודות אלה רדיוס העקמומיות יהיה 
9

4
עקמומיות  . 

/עבור  מינימלית  2,3 / 2t  =  אז העקמומיות תהיה
3

16
 בנקודות אלה   =

 -ושווה ל מקסימלי רדיוס העקמומיות יהיה 
16

3
. 

 שאלת הוכחה. (24

 שאלת הוכחה. (25

א.  (26
( )

3
4 2

2

1
( )

2 | |

x
x

x x


+
= 

 .2ובמקרה זה הוא  (1,1)ב. רדיוס העקמומיות מינימלי בנקודה 

2ג.  2( 2) ( 2) 2x y− + − = 

רדיוס:  (27
2

3
; מרכז העקמומיות:  

2 2
,

3 3

 
 
 

; 

2משוואת המעגל בנקודה:  2( 2 / 3) ( 2 / 3) 2 / 9x y− + − =. 

א.  (28
9

3,
8

y x=  2ב.   = 2 2( 59 / 8) ( 27 /16) (125 /16)x y− + + = 

29) 
1

, R
R

 = = 

א.  (30
3 3

4
 )ב.   = )

22 27
1

16
x y+ +  ג. שאלת הוכחה. =

 שאלת הוכחה. (31

1
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א.  (32

3 2 3 2

2 2

(0) ( / 2)

(0) ( / 2)

ab a ab b

b b a a

b a

a b

  

  

= = = =

= =

 

 ב.  
 שאלת הוכחה. (33
34) 1 = = 
 ראו שרטוט: (35
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 גרדיאנט, דיברגנץ ורוטור

 שאלות 

)יהיו  (1 , , ), ( , , )x y z x y zF G ים.ישדות וקטורים כלל 
 הוכיחו:

) . א ) ( ) ( )div div div+ = +F G F G 

) .ב ) ( ) ( ) + =  +F G F G 

 
)יהי  (2 , , )x y zF ותהי  ,שדה וקטורי( , , )x y z =  .פונקציה 

)  כיהוכיחו  ) ( )div div  =   +F F F. 

 
)יהי  (3 , , )x y zF  שדה וקטורי ותהי( , , )x y z =  .פונקציה 

)כי  הוכיחו  . א )div rot 0=F. 

) ו בניסוח אחרא ) 0  =F. 

)כי  הוכיחו  .ב )rot grad 0 =. 

)או בניסוח אחר ) 0  =. 

 
)יהיו  (4 , , ), ( , , )x y z x y zF G שדות וקטורים כללים 

)  כיהוכיחו  ) ( ) ( )+ = +curl F G curl F curl G. 

 
)יהי  (5 , , )x y zF.שדה וקטורי 

)כי  הוכיחו  ) ( )2  = − + F F F. 

 

 בעמוד הבא סיכום הנוסחאות של גרדיאנט דיברגנץ ורוטור.* 

 

 

 www.GooL.co.ilאתר  בסרטוני וידאו היכנסו ללתשובות מלאות 

  

1
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 הגדרה )גרדיאנט של פונקציה( 

 
)נתונה פונקציה סקלרית  , , )x y z =. 

grad מוגדר על ידי gradהמסומן  הגרדיאנט של  , ,
x y z

  
 

   
=  =  

   
 . 

 
 )דיברגנץ וקרל של שדה וקטורי(הגדרה 

 
)  יהי , , ) ( , , ) ( , , )f x y z g x y z h x y z= + +F i j k  . 

 , כך:divFהמסומן  Fהדיברגנץ של  מגדירים את  

       ( )

div

div , , , ,

div x y z

f g h
x y z

f g h

= 

   
=  

   

= + +

F F

F

F

. 

 
   :, על ידיcurlFהמסומן  Fשל   curl -המגדירים את  

   

( )

( ) ( ) ( )

, , , ,

y z z x x y

f g h
x y z

x y z

f g h

y z x yx z

f hg h f g

h g f h g f

= 

   
=  

   

  
=
  

    

   = − + 

= − + − + −

curlF F

curlF

i j k

curlF

curlF i j k

curlF i j k  
 

 
 .curlFבמקום  rotFהערה: יש הרושמים 

1
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מבוא מתמטי לפיסיקאים 2 (ממפיס 2)
פרק 2 - וקטורים אלגברים - גיאומטריה אנליטית במרחב

תוכן העניינים

1. הצגה פרמטרית של ישר י 22

2. מצב הדדי בין ישרים י 25

3. הצגה פרמטרית של מישור י 27

4. משוואת מישור י 28

5. מעברים בין הצגה פרמטרית של מישור ומשוואת מישור י 29

6. מישורים המקבילים לצירים י 30

7. מצב הדדי בין ישר ומישור י 31

8. מצב הדדי בין מישורים י 32

9. ישר חיתוך בין מישורים י 33

10. חישובי זוויות שונות  י (ללא ספר)

11. זווית בין שני ישרים י 34

12. זווית בין ישר ומישור י 35

13. זווית בין שני מישורים י 36

14. חישובי מרחקים  י (ללא ספר)

15. מרחק בין שתי נקודות במרחב י 37

16. מרחק בין נקודה לישר י 38

17. מרחק בין נקודה למישור י 39

18. מרחק בין ישרים מקבילים י 40

19. מרחק בין ישר למישור י 41

20. מרחק בין מישורים מקבילים י 42

21. מרחק בין ישרים מצטלבים י 43

22. סיכום מרחקים  י (ללא ספר)

23. היטלים ונקודות סימטריה י 44

24. שאלות מסכמות י 45
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 בסוף חוברת העבודה תוכלו למצוא סיכום מלא ומפורט של הנוסחאות. 

 הצגה פרמטרית של ישר

 שאלות 

)האם הנקודה  )1 )A )  נמצאת על הישר 7,0,3 ) ( ) : 4,3,0 1, 1,1x t= + −? 

 
) האם הנקודה )2 )B 4, 2, 10− )  נמצאת על הישר − ) : 2, 1,5x t= −? 

 
)את הצגתו הפרמטרית של ישר במישור שעובר בנקודות מצאו   )3 )A 5, 2− )-ו − )B 1,6. 

 
)את הצגתו הפרמטרית של ישר במרחב שעובר בנקודות מצאו   )4 )C 3,0, )-ו −2 )D 4,1,1. 

 
) הצגתו הפרמטרית של ישר במרחב שעובר בנקודהאת מצאו   )5 )G 2, 7,1−   

)  ומקביל לישר ) ( ) : 0,3, 1 4,2,1x t= − + −. 

 
)במרחב הצגה פרמטרית של ישר העובר דרך הנקודה  מצאו  )6 )1,2,3  

)ומאונך לישר:  ) ( ) : 1, 2,0 1, 2,4x s= + −. 

 
 על הסעיפים הבאים:ענו  )7

)נתונה הצגה פרמטרית של ישר:  . א ) ( ) : 1, 2,3 4,5,6x t= +. 
 .z-ו x ,yאת ההצגה בעזרת הקואורדינאטות כתבו 

1נתונה הצגה של ישר בעזרת קואורדינאטות:   .ב 2  , 10 , 4x t y z t= + = = −. 
 את ההצגה הפרמטרית שלו.  כתבו 

 
 במרחב. y-את הצגתו הפרמטרית של ציר המצאו   )8

 
) את הצגתו הפרמטרית של ישר במרחב שעובר בנקודהמצאו   )9 )M 3, 1,4−   

 .z-ומקביל לציר ה
 

) את נקודת החיתוך של הישר מצאו   )10 ) ( ) : 1, 2,6 2,1,2x t= − + − עם המישור[ ]xy. 
  

1

פרק 2וקטורים אלגברים - גיאומטריה אנ...

22

22



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 
  ©גיא סלומון  –כתב ופתר  

 

,1)ישר עובר בנקודה  )11 1,  .(4,10,2)וכיוונו  −(4
 מי מבין הבאים מתאר את משוואת הישר:

,1) . א 1, 4) (4,10,2)x t= − +  
,3) .ב 4,5) (4,10,2)x t= + 
,1) . ג 1,4) (2,5,1)x t= − + 
(5,9,6) .ד (8,20,4)x t= + 
 כל התשובות נכונות. .ה

 
,1)ישר עובר דרך הנקודות  )12 1, 2)A  .B(4,0,1)  -ו −

 את הישר בארבע דרכים שונות:  ותאר
 משוואה וקטורית אחת. . א
 משוואות (נק' כללית).  3הצגה פרמטרית של  .ב
 הצגה אלגברית. . ג
 כקו חיתוך של שני מישורים. .ד

 
 : כל אחד מהישרים הבאים בעזרת משוואה וקטורית אחת  וגיהצ )13

 . א
1 4

: 2
2 10

x t
y t
z t

= −
 =
 = +

 

 .ב
1

: 4
10

x t
y
z t

= +
 =
 =

 

:1 . ג 1 4
2

x y z−
= + = − 

: .ד 1 10, 4x y z− = + = 

1 .ה
:

2 3 3
x y z

x y z
− + =

 − + =
 

 

  

1
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 תשובות סופיות 

 כן. )1

 לא.   )2

3( ( ) ( ) : 5, 2 6,8x t= − − + 

4( ( ) ( ) : 4,1,1 1,1,3x t= + 

5( ( ) ( ) : 2, 7,1 4,2,1x s= − + − 

6( ( ) ( ) : 1, 2,3 2,1,0x t= + 

1א.  )7 4  , 2 5  , 3 6x t y t z t= + = + = )ב.   + ) ( ) : 1,10,4 2,0, 1x t= + − 

8( ( ) : 0,1,0x t= 

9( ( ) ( ) : 3, 1, 4 0,0,1x t= − + 

10( ( )7, 5,0− 

 ה )11

:א.  )12 (1, 1, 2) (3,1, 1)x t= − + ⋅ −    .ב
1 3

: 1
2

x t
y t
z t

= +
 = − +
 = −

 

:1ג.  1 2
3

x y z−
= + = −    .ד

3 4
:

1
x y
y z
− =

 + =
 

)א.  )13 ) ( )1,0,2 4,2,10x t= + ,1)ב.    − 4,0) (1,0,10)x t= + 
,1)ג.  1,4) (2,1,1)x t= − )ד.    + , , ) (1, 10,4) (1,1,0)x y z t= − + 

)ה.  , , ) (2,1,0) ( 2, 1,1)x y z t= + − − 

1
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 מצב הדדי בין ישרים 

 שאלות 

 את המצב ההדדי בין הישרים הבאים. מצאו   )1
 גם את נקודת החיתוך ביניהם.מצאו  ,אם הם נחתכים

( ) ( ) ( ) ( )1 2 : 2, 3,0 5, 1,2  ,  : 12, 5,4 10,2, 4x t x s= − + − = − + − −  

 
 את המצב ההדדי בין הישרים הבאים. מצאו   )2

 גם את נקודת החיתוך ביניהם.מצאו  ,אם הם נחתכים
( ) ( ) ( ) ( )3 4 : 0,1, 7 2,1,1  ,  : 2,0, 6 6, 3, 3x t x s= − + − = − + − −  

 
 את המצב ההדדי בין הישרים הבאים. מצאו   )3

 גם את נקודת החיתוך ביניהם.מצאו  ,אם הם נחתכים
( ) ( ) ( ) ( )5 6 : 3,5,1 4,0, 1  ,  : 1,7, 4 1,1,2x t x s= − + − = − + −  

 
 את המצב ההדדי בין הישרים הבאים. מצאו   )4

 גם את נקודת החיתוך ביניהם.מצאו  ,אם הם נחתכים
( ) ( ) ( ) ( )7 8 : 3,0,0 2, 2,5  ,  : 0,1, 5 3,1, 2x t x s= + − = − + −  

 
 את המצב ההדדי בין הישרים הבאים. מצאו   )5

 גם את נקודת החיתוך ביניהם.מצאו  ,אם הם נחתכים
( ) ( ) ( )9 10 : 4,1, 1 3,0, 1  ,  : 6,0, 2x t x s= − − + − = −   

 
 את המצב ההדדי בין הישרים הבאים. מצאו   )6

 גם את נקודת החיתוך ביניהם.מצאו  ,אם הם נחתכים
( ) ( ) ( ) ( )11 12 : 2,8, 1 1,0,0  ,  : 5,8, 2 2,0, 1x t x s= − + = − + −  

 
 שבעבורו הישרים:, kר את ערכו של הפרמט  מצאו )7

( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 2 : 1,1 ,6 1, 2,2  ,  : 1,7, 1 , 2, 6x k k t x k k s k k= + − + − = − − + − + −  

 . מקבילים . א
 . מתלכדים .ב

 
) נתונות הנקודות )8 ) ( ) ( ) ( )A 3, 1,5  , B , 1,3  , C 6,3, 1  , D 2,3,k k− − − − −. 

 מצטלבים.   CD- ו ABהישרים   ,kכי לכל ערך של  הראו 

1
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 תשובות סופיות 

 מתלכדים.    )1

 מקבילים.     )2

)נחתכים, )3 )1,5,0 . 

 מצטלבים.    )4

 מקבילים.    )5

)נחתכים,  )6 )1,8, 1−    . 

2kא.  )7 2kב.   .    = = −  . 

 הוכחה.שאלת  )8

1
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 הצגה פרמטרית של מישור

 שאלות 

  :ותהבא את הצגתו הפרמטרית של מישור שעובר בנקודות  ומצא )1
( ) ( ) ( )A 1, 4,0  , B 3,6,2  , C 0, 3,1− −. 

 
) את הצגתו הפרמטרית של מישור שעובר בנקודה  ומצא )2 )Q 6,7, 1−  , 

)  ומכיל את הישר ) ( ) : 2, 2,5 1,0, 4x t= − − + − . 

 
) נתונים שני ישרים: )3 ) ( ) ( ) ( )1 2 : 0,1, 1 1,9, 3  ,  : 2,16,11 0,1, 6x t x s= − + − = + − . 

 הצגה פרמטרית של המישור המכיל אותם.  ושהישרים נחתכים ומצא והרא
 

) את הצגתו הפרמטרית של מישור שעובר בנקודה  ומצא )4 )D 5, 2, 1− − 
 .x-ומכיל את ציר ה

 
]את הצגתו הפרמטרית של המישור   ומצא )5 ]xz. 

 
במערכת  מצוינותנתונה תיבה שמידותיה  )6

 .שלהלןהצירים 
את הצגתו הפרמטרית של המישור   ומצא

 . המקווקו
 

 
 
 

 תשובות סופיות 

1( ( ) ( ) ( ) : 1, 4,0 2,10,2 1,1,1x t sπ = − + + − 
2( ( ) ( ) ( ) : 2, 2,5 1,0, 4 8,9, 6x t sπ = − − + − + − 
3( ( ) ( ) ( ) : 0,1, 1 1,9, 3 0,1, 6x t sπ = − + − + − 
4( ( ) ( ) : 1,0,0 5, 2, 1x t sπ = + − − 
5( ( ) ( ) : 1,0,0 0,0,1x t sπ = + 
6( ( ) ( ) ( ) : 7,0,0 0,0,9 7,12,0x t sπ = + + − 
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 משוואת מישור

 שאלות 

2 :   האם הנקודות הבאות נמצאות על המישור וקבע )1 3 6 0x y zπ − + − = : 
) . א )D 5,7,1 
) .ב )E 2, 1,1− 

 
)  שבעבורו הנקודה kאת ערכו של    ומצא )2 )A 1, , 1k  נמצאת על  −

) המישור ) : 2 1 7 0kx y k zπ − + + + =. 

 
3 :   נתונה משוואת מישור )3 2 9 0x y zπ + − − =. 

 את נקודות החיתוך של המישור עם שלושת הצירים.  ומצא
 

4 :   נתונה משוואת מישור )4 2 8 0x y zπ + − + =. 
]הצגה פרמטרית של הישר שהמישור חותך מהמישור  ומצא ]yz. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   תשובות סופיות

 א. על המישור.   ב. לא על המישור. )1
2( 3k = 

3( ( ) ( )13,0,0  , 0, 4 ,0  , 0,0, 9
2

  − 
 

 

4( ( ) ( ) : 0, 8,0 0,2,1x t= − + 

1
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 מעבר בין הצגה פרמטרית של מישור ומשוואת מישור

 שאלות 

2 :   נתונה משוואת מישור: )1 3 12 0x zπ + − =. 
 הצגה פרמטרית של המישור. בוכת

 
) נתונה הצגה פרמטרית של מישור: )2 ) ( ) ( ) : 2, 5,0 1,0,2 0, 1,3x t sπ = − + + −. 

 את משוואת המישור.  ומצא
 

) מישור:נתונה הצגה פרמטרית של  )3 ) ( ) : 2, 2,1 3,1,0x t sπ = − +. 
 את משוואת המישור.  ומצא

 
) עובר בנקודות: πהמישור  )4 ) ( ) ( )A 1,0, 3  , B 2,0,0  , C 4, 1,0− −. 

 את משוואת המישור.  ומצא
 

 יפים הבאים:על הסע וענ )5
)לפניך הנקודות הבאות:  . א ) ( ) ( )2,0,5  , 0,1, 2  , 1,1,0−. 

 ,ששלוש הנקודות אינן נמצאות על ישר אחד והרא .1
 הצגה פרמטרית של המישור הנקבע על ידן. וומצא

 את משוואת המישור העובר דרך שלוש הנקודות הנ"ל.  ומצא .2
 שתי נקודות נוספות הנמצאות על המישור שמצאת בסעיף א'. ומצא .ב
)האם הנקודה  . ג  א'?  בסעיף  נמצאנמצאת על המישור ש 4,2,1(

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1( ( ) ( ) ( ) : 0,0, 4 0,1,0 6,0, 4x t sπ = + + − 
2(  : 2 3 19 0x y zπ − + + + = 
3(  : 3 8 0x y zπ − + = 
4(  : 3 6 6 0x y zπ + − − = 
). 1א.  )5 ) ( ) ( ) : 1,1,0 1,0, 2 1, 1,5x t sπ = + − − + −   2  .2 3 1 0x y z− + + − =    

)ב. למשל:   ) ( )0.5,0,0  ג. לא.   −0,0,1 , 

1
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 מישורים המקבילים לצירים

 שאלות 

) מישור הנתונה משוואת  )1 ) ( )2 2 : 2 2 3 3 1 0k x k k y z kπ + + − − − + − =. 

 (ולא מכיל אותו)?  y-המישור מקביל לציר ה kלאיזה ערך של 

 
0x , 0 , 0פאותיו של טטראדר נמצאות על המישורים  )2 y z= = =  

3 -ו 2 6 0x y z+ + − =. 
 את נפח הטטראדר.  ומצא

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 תשובות סופיות 

1( 3k = 
 יח"נ. 6 )2

1
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 הדדי בין ישר ומישורמצב 

)  מישורהישר והנתונים  )1 ) ( ) : 2 3 6 0 ,  : 5,0,1 4,1, 2x y z x tπ − − + = = + −. 
 את המצב ההדדי שביניהם. וקבע

 גם את נקודת החיתוך.  ות המישור מצאאם הישר חותך א
 

)  מישורהישר והנתונים  )2 ) ( ) : 3 2 11 0 ,  : 2, 1,6 1,1,2x y z x tπ − + − = = − + −. 
 את המצב ההדדי שביניהם.  וקבע

 גם את נקודת החיתוך.  ות המישור מצאאם הישר חותך א
 

)  מישורהישר והנתונים  )3 ) ( ) : 2 6 11 0 ,  : 6,1,0 3,0, 1x y z x tπ + + + = = − + −. 
 את המצב ההדדי שביניהם. וקבע

 גם את נקודת החיתוך.  ות המישור מצאאם הישר חותך א
 

)  מישורהישר והנתונים  )4 ) ( ) : 2 4 0 ,  : 1, ,3 4,1 ,0x y z x a t bπ − + − = = + −. 

 עבורם הישר מוכל במישור., b-ו aרכי  את ע   ומצא
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

)הישר חותך,  )1 )1, 1,3−. 
 מקבילים.  )2
 הישר מוכל. )3
4( 1 , 7a b= = − 

1
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 מצב הדדי בין מישורים 

 שאלות 

 .ביניהםאת המצב ההדדי קבעו שני מישורים. נתונים בכל סעיף  )1
1 . א 2 : 2 4 5 0 ,  : 4 2 8 10 0x y z x y zπ π− + − = − + − = 
3 .ב 4 : 3 1 0 ,  : 3 9 3 8 0x y z x y zπ π+ − + = + − − = 
5 . ג 6 : 5 2 2 3 0 ,  : 2 3 5 0x y z x y zπ π− − + = + + − = 

 
 נתונים שני מישורים )2

( )2 2
1 2 : 2 2 1 0 ,  : 4 12 4 2 0x k k y z x y z kπ π+ + − + = + − + − = 

 עבורם המישורים:  kאת ערכי    ומצא
 ג. מתלכדים  ב. מקבילים   נחתכים  . א

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 ג. נחתכים.      ב. מקבילים.     א. מתלכדים.    )1

,2א.  )2 3k ≠ 3kב.        − = 2kג.       − = 
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 חיתוך בין מישוריםישר 

 שאלות 

1 נתונים שני מישורים נחתכים: )1 2 : 4 2 2 0 ,  : 2 10 0x y z x y zπ π+ − + = − + + =. 
 הצגה פרמטרית של ישר החיתוך שבין המישורים.  ומצא

 
3 נתונים שני מישורים נחתכים: )2 4 : 8 2 3 2 0 ,  : 2 3 4 0x y z x y zπ π+ − + = − + + =. 

 הצגה פרמטרית של ישר החיתוך שבין המישורים. ומצא
 

5 נתונים שני מישורים נחתכים: )3 6 : 3 3 2 0 ,  : 5 2 20 0x y z x zπ π− + + = − + =. 
 .הצגה פרמטרית של ישר החיתוך שבין המישורים ומצא

 
7 נחתכים:תונים שני מישורים נ )4 8 : 2 6 0 ,  : 2 0x y z zπ π− − + = − =. 

 הצגה פרמטרית של ישר החיתוך שבין המישורים. ומצא
 

6 : הצגה פרמטרית של ישר החיתוך של המישור   ומצא )5 5 18 0x y zπ − + + =  
]עם המישור  ]xz. 

 
1 נתונים שני מישורים: )6 2 : 3 2 1 0 ,  : 4 6 0x y z x y zπ π− + − = + − − =. 

 הצגה פרמטרית של ישר המקביל לשני המישורים ועובר בראשית.                  ומצא
 

 

 
 

 

 תשובות סופיות 

1( ( ) ( ) : 2,6,0 2,16,12x t= − + 
2( ( ) ( ) : 0, 2, 2 1,2,4x t= + 

3( ( ) 1 : 0, 4,10 4,7 ,10
3

x t  = +  
 

 

4( ( ) ( ) : 0, 2, 2 4,2,0x t= + 
5( ( ) ( ) : 3,0,0 3,0, 18x t= − + − 
6( ( ) : 1,9,13x t= 
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 זווית בין שני ישרים 

 שאלות 

 הישרים הבאים:זוגות את הזווית שבין   ומצא (1

) . א ) ( ) ( )1 2 : 4,0,0 6,8,1  ,  : 4, 2, 4x t x s= + = − − 

) .ב ) ( ) ( ) ( )1 2 : 10,17, 18 3,0, 6  ,  : 6,5, 4 0, 4,0x t x s= − + − = + 

 

)את הזווית שבין ישר העובר דרך הנקודות   ומצא (2 ) ( )A 3, 4,6  , B 6,0, וישר   −2

)העובר דרך הנקודות  ) ( )C 6,5,1  , D 1, 4,  מה המצב ההדדי ביניהם. ווקבע −2

 

)נתונות הנקודות  (3 ) ( ) ( )A 1, 3,0  , B 4,2, 1  , C 3, 1,2− − −. 

 הצגה פרמטרית של ישר במרחב העובר דרך הנקודות:  ומצא . א

1. A ו-B . 

2. B ו-C . 

3. A ו-C . 

)מי מבין הנקודות  .ב )D 4, 2, )-ו −1 )E 7,7,  ABנמצאת על הישר  −3

 שמצאת בסעיף הקודם?

 . BCוהישר  ABאת הזווית שבין הישר  וחשב . ג

 

3נתון מישור שמשוואתו:  (4 4 6 0x y− + ). הנקודות = ) ( )A ,6,1  , B 2, , 1x y− − 

נמצאת על מישור   Cנמצאות על המישור והנקודה  yz  :ומקיימת
C 11z =. 

 אם ידוע כי קוסינוס הזווית שבין הישרים  ,Cאת שיעורי הנקודה   ומצא

 AB ו-AC  13הוא

76
. 

 

 
 

 תשובות סופיות 

 90ב.    78.521א.  (1

2) 63.37 מצטלבים. . הישרים 

). 1א.  (3 ) ( ) : 1, 3,0 3,5, 1x t= − + ). 2א.   − ) ( ) : 4, 2, 1 1, 3,3x t= − + − − 

). 3א.  ) ( ) : 1, 3,0 2,2,2x t= −  .35.477ג.   . Dב. הנקודה   +

4) ( )C 0, )או  2,11 )C 0, 28.45,11 
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 זווית בין ישר ומישור

 שאלות 

 את הזווית שבין הישר והמישור הבאים:  ומצא )1
( ) ( ) : 2,0,5 2,1,2  ,  : 3 2 2 9 0x t x y zπ= − + − − + + =. 

 
)ות הנקודות נתונ )2 ) ( ) ( ) ( )A 1, 1,2  , B 0,2, 1  , C 1,2,5  , D 7,3, 1− − − −. 

 . ABCובין המישור  D- ו Aאת הזווית בין הישר העובר בנקודות   ומצא
 

2שלה  ABC, שמשוואת הבסיס SABCה פירמידה משולשת נתונ )3 2 6 0x y z+ − − =  ,
)קדקוד הפירמידה הוא ו )S 3,1, 2−. 

 לבסיס הפירמידה,  SBאת הזווית בין המקצוע הצדדי   ומצא
1Bמקיימים  Bאם נתון כי שיעורי הקדקוד  Bx z= = −. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1( 18.87° 
2( 44.83° 
3( 14.9° 

1

פרק 2וקטורים אלגברים - גיאומטריה אנ...

35

35



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 
  ©גיא סלומון  –כתב ופתר  

 

 זווית בין שני מישורים 

 שאלות 

1 את הזווית שבין המישורים הבאים:  ומצא )1  : 4 3 12 0x y zπ + + − = 
2-ו  : 4 7 5 3 0x y zπ − + + = . 

 
, שקדקודיה הם: ABCDה פירמידה משולשת נתונ )2

( ) ( ) ( ) ( )A 0,2, 5  , B 3, 1,1  , C 7, 1, 5  , D 3,2,0− − − −. 

 . ABCלבסיס הפירמידה  ABDאת הזווית בין הפאה הצדדית   ומצא
 

3את הזווית בין מישור שמשוואתו    ומצא )3 5 4 0x y z+ − + ]למישור   = ]xz. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

1( 90° 
2( 87.539° 
3( 32.312° 
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 במרחב מרחק בין שתי נקודות

 שאלה 

) נתונות הנקודות )1 )A 2, 4, 5− ,( )B 0, )-ו −2,6 )C , 1,13− −k k    . 

AB-, כך ש שוקיים יהיה שווה ABCהמשולש  עבורם k ערכי ומצא AC= . 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובה 

1( 8k 12kאו  = =. 

1
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 מרחק בין נקודה לישר

 שאלות 

) את המרחק שבין הנקודה  ומצא )1 )A 13, 1, 19− )  לישר − ) : 2,0, 7x t= −. 

 
)נתונות הנקודות  )2 ) ( ) ( )A 1,6, 1  , B 2, 1,0  , C 6, 4,0− − −  . 

 . ABC את שטח המשולש וחשב
 

) על הישר )3 ) ( ) : 5, 2,0 0,1, 1x t= − + −   מונחת הצלעAB  של ריבועABCD . 

)אחד מקודקודי הריבוע הוא  )D 5,4,2. 

 (שתי אפשרויות).  Bדקוד את שיעורי הק  ומצא
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1( 54 
 יח"ש. 12.75 )2
3( ( )B 5,4, ) או −6 )B 5, 4,2−. 
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 מרחק בין נקודה למישור

 שאלות 

4 את מרחקו של המישור  ומצא )1 2 4 15 0x y z− − +  מראשית הצירים. =
 

)  משוואת מישור המאונך לישר  ומצא )2 ) ( ) : 1, 8,3 3, 2,1x t= − + −   

)מהנקודה  14ונמצא במרחק  )A 4,5, 9−. 

 
) נתונים ישר ומישור )3 ) ( ) : 7,19, 3 3,14, 4  ,  : 2 4 4 15 0x t x y zπ= − + − + − + =. 

 .6.5את הנקודות שעל הישר שמרחקן מהמישור הוא   ומצא
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1( 12
2

 

2(  : 3 2 21 0x y zπ − + + 3 : או  = 2 7 0x y zπ − + − =. 
3( ( )או  4,5,1( )1, 9,5−. 

1
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 מרחק בין ישרים מקבילים

 שאלות 

)ות הנקודות נתונ )1 ) ( ) ( ) ( )A 15,0, 4  , B 12, 5,2  , C 6,1,4  , D 12,11, 8− − −. 
   B-ו Aאת המצב ההדדי בין הישר העובר בנקודות   ומצא . א

 . D-ו Cובין הישר העובר בנקודות 
 את המרחק בין הישרים מסעיף א'.  ומצא .ב

 
 צלעות של מרובע מונחות על הישרים:  4 )2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2

3 4

: 2,0, 1  + 1, 2,1    ,  : 8, 1,19  + 4,1,6  

: 2,7, 11  + 2,4, 2   ,  : 2,1,5  + 4, 1, 6  

l x t l x s

l x r l x q

= − − = − − −

= − − − − = − − −
    

 . כי המרובע הוא מלבן וחיהוכ . א
 . את שטח המלבן  ומצא .ב

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 יח"א.  76ב.    א. מקבילים.  )1
 יח"ש.  824ב.   הוכחה.שאלת א.  )2
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 מרחק בין ישר למישור

 שאלות 

4מישור הה משוואת נתונ )1 6 0x z− + =. 
 ובין המישור הנתון.  y- את המצב ההדדי בין ציר ה  ומצא . א
 ובין המישור הנתון. y-את המרחק בין ציר ה  ומצא .ב

 
)ומישורנתונים ישר  )2 ) ( ): 1, 1,5  + 4, 2, 3   , : 3 12 4 10 0 l x k t x y z kπ= − − − + − + − =. 

 שהישר מקביל למישור או מוכל בו.   וחיהוכ . א
 .1שעבורו המרחק בין הישר למישור הוא  kאת ערכו של הפרמטר   ומצא .ב

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

6  ב. א. הישר מקביל למישור. )1
17

 

2,4kב.   הוכחה.   שאלת א.  )2 = 

1
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 מרחק בין מישורים מקבילים

 שאלות 

3 :   נתונה משוואת מישור: )1 4 5 10 0x y zπ − + − =. 

 ממנו. 8משוואת מישור המקביל למישור הנתון והנמצא במרחק   ומצא
 

1  נתונים שני מישורים מקבילים: )2 2 : 2 2 6 0 ,  : 2 2 12 0x y z x y zπ π− − + = − − − =. 
את משוואת המישור המקביל לשני המישורים הנתונים והנמצא במרחק   ומצא

 שווה משניהם.
 

 נים שישה מישורים: נתו )3
1 2 3

4 5 6

: 2 2 11 0    ,   : 2 2 5 0      ,  : 2 2 3 0
: 2 2 7 0     ,   : 2 2 1 0     ,   : 0 

x y z x y z x y z
x y z x y z kx qy z p

π π π
π π π

+ − − = + + + = − + + =
+ − + = + + − = + + + =

 

תיבה  שעבורם ששת המישורים יוצרים ,p-ו k ,qאת ערכי הפרמטרים    ומצא
 יחידות נפח. 60שנפחה 

 
)כדור שמרכזו בנקודה   )4 )O 3,8,  חסום בקובייה שבסיסה התחתון   −1

12מונח על מישור שמשוואתו   4 3 6 0 x y z+ − − =. 
 את משוואת המישור עליו מונח הבסיס העליון של הקובייה.   ומצא

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1( 1 2 : 3 4 5 10 0 ,  : 3 4 5 30 0x y z x y zπ π− + + = − + − = 
2( 3  : 2 2 3 0x y zπ − − − = 
3( 2 , 2 , 18, 12k q p= = − = − 
4( 12 4 3 136 0x y z+ − − = 

1
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 מרחק בין ישרים מצטלבים

 שאלות 

) ,נתונים שני ישרים )1 ) ( )1  : 3, 2,6 4,1,2x t= − + − 

)-ו ) ( )2  : 0, 2, 7 1,0, 1x s= − + − . 
 את המרחק שביניהם. ושהישרים מצטלבים ומצא והרא

 
),  נתונים שני ישרים מצטלבים )2 ) ( )1  : 1,0,5 1,1, 2x t= − + − 

)-ו ) ( )4  : 2, 1,9 6, 1,0x s= − + − . 
 את המרחק שביניהם.  ומצא

 
)  את מרחק הישר  ומצא )3 ) ( ) : 4, 2, 1 1,1,6x t= − − + − מציר ה -z. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1( 10
6

 יח"א.  

 יח"א.  1.567 )2
 יח"א.  2 )3

1
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 היטלים ונקודות סימטריה 

 שאלות

,A(1נתונה נקודה   (1 ונתון הישר  −(1,3
1 2 1

:
2 1 1

x y z+ − +
= =

− −
. 

 על הישר.  A  את היטל הנקודה ומצא .א

 ביחס לישר.  A-את הנקודה הסימטרית ל ומצא .ב

 

7ונתון מישור  A(0,0,1)נתונה נקודה   (2 7 8x y z+ − =. 

 על המישור. Aאת היטל הנקודה   ומצא .א

 ביחס למישור.  , A-, הסימטרית ל Cאת הנקודה  ומצא .ב
 

 על הסעיפים הבאים:  ו ענ (3

 ביחס למישורי הצירים. A(1,3,2)את הנקודות הסימטריות לנקודה   ומצא .א

)Aאת הנקודות הסימטריות לנקודה   ומצא .ב , , )x y z .ביחס למישורי הצירים 

 

,(0,2,4)נקודות במרחב:   4נתונות  (4 ( 2,6, 2), (2, 4,8), (10,2,0)A B C D− − −. 

 . ABCעל המישור  ADאת היטל הישר  ומצא
 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

,0,1.5)א.  (1 1.5)B )ב.  − 1,4, 6)C − − 

א.  (2
7 7 10

, ,
11 11 11

B
 
 
 

ב.  
14 14 9

, ,
11 11 11

C
 
 
 

 

,1,3)א.  (3 2), (1, 3,2), ( 1,3,2)xy xz yzB C D− − − 

) ב. , , ), ( , , ), ( , , )xy xz yzB x y z C x y z D x y z− − − 

4) (0,2,4) (0,1,1)x t= + 

1
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 מסכמות שאלות  

)נתונות הנקודות  )1 ) ( ) ( )A 1,1,3  , B 1, 2,0  , C 1,1,1. 
 . Cעם  Bהצגה פרמטרית של הישר המחבר את מצאו  . א

 לא נמצאת על הישר הזה.   Aכי הנקודה הראו 
 .Cעם  Bלבין הישר המחבר את  Aאת המרחק בין הנקודה חשבו  .ב
 והמאונך לישר  Aהעובר דרך הנקודה  ,את משוואת המישורמצאו   . ג

 . Cעם  Bהמחבר את  
 

אם הם נחתכים, קבעו את מצבם ההדדי של זוגות הישרים הבאים ומצאו   )2
 מקבילים, מתלכדים או מצטלבים. 

 גם את נקודות החיתוך ואת הזווית מצאו  ,במקרה בו הישרים נחתכים
 בין הישרים.

 גם את המרחק ביניהם.מצאו  ,במקרה בו הישרים מקבילים או מצטלבים
) . א ) ( ) ( ) ( )1,0,1 1,2,0  ,  1,1,0 2,4,0x t x s= + = + 
) .ב ) ( ) ( ) ( )2,2,4 6,6,1  ,  1, 1,0 12, 3,1x u x s= − + = − + − 
) . ג ) ( ) ( ) ( )1,1, 2 1,2, 1  ,  2,3,1 2,4, 2x t x s= + − = + − 
) .ד ) ( ) ( ) ( )1, 1,0 0,2, 4  ,  2,0,3 1, 3,1x t x s= − + − = + − − 

 
אם הישר חותך את המישור, קבעו את המצב ההדדי של המישור והישר ומצאו   )3

 מקביל למישור או מוכל במישור. 
 גם את נקודת החיתוךמצאו במקרה שהישר חותך את המישור, 

 הזווית בין הישר למישור. וגם את
 את מרחק הישר מהמישור.מצאו במקרה בו הישר מקביל למישור 

) . א ) ( )2 3 4 5 0 ,  1,0, 2 1,2,2x y z x t− + − = = + −. 
) .ב ) ( )2 5 3 6 0 ,  3,0, 4 4, 2, 6x y z x t− + − = = − + − −. 
) . ג ) ( )2 14 10 6 ,  2,1, 2 2,2,0x y z x t− + = − = − + −. 

 
אם הם מקבילים, מתלכדים או קבעו את המצב ההדדי של המישורים ומצאו   )4

 ם. יהאת המרחק בינמצאו  נחתכים. במקרה בו המישורים מקבילים 
 את הזווית ביניהם ואת ישר החיתוך ביניהם. מצאו במקרה בו הם נחתכים 

2 . א 2 10 0  ,  2 2 4 0x y z x y z− + − = + + − =. 
2 .ב 5 3 6 0  ,  4 10 6 8 0x y z x y z− + − = − + − =. 
2 . ג 14 10 6  ,  7 5 3x y z x y z− + = − − + = −. 

  

1
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 . 8שנפחה הוא  ,'ABCDA'B'C'Dנתונה קובייה  )5
1 היא ABCDמשוואת המישור שעליו מונח הבסיס   : 4 3 28 0x y zπ + + − =. 

2 היא  'ABB'Aמשוואת המישור שעליו מונחת הפאה    : 2 2 6 0x y zπ + − + =. 
 אפשרויות).  CD )2הצגה פרמטרית של הישר שעליו מונח המקצוע מצאו 

 
)הנקודה  )6 )A 4,0, )שמרכזו   ,נמצאת על כדור −1 )O 1,1,2. 

 .Aאת משוואת המישור המשיק לכדור בנקודה מצאו  
 

)  נתונים מישור וישר )7 ) ( ) : 1,5,5 1,1,0  ,  : 2 2 1 0x t x y zπ= + − + + =. 
 הנמצאת במרחקים שווים  ,z-נקודה על חלקו החיובי של ציר המצאו 

 מהמישור ומהישר. 
 

1 י מישוריםנתונים שנ )8 2 : 2 4 4 5 0 ,  : 4 2 4 1 0x y z x y zπ π− + − = − + − =. 
  6ובמרחק  1πממישור  2הצגה פרמטרית של ישר, שנמצא במרחק  מצאו 

 אפשריים). 4הצגה של ישר אחד מתוך מצאו ( 2πממישור 

 
) נתונים ישר ומישור )9 ) ( )1  : 0, 3,0 1,1, 8  ,  : 6 2 5 0x t x y zπ= − + − + − + =. 

), עובר בנקודה π, המקביל למישור  2ישר נוסף,   )P 1,0,  וחותך את הישר −4

1  בנקודהQ.    מבין הנקודות שבמישורπ הנקודה ,P'   היא הקרובה ביותר 
 .Qהיא הקרובה ביותר לנקודה  'Qוהנקודה  ,Pלנקודה 

 . 'PQQ'Pאת שטח המלבן  מצאו  
 )2את וקטור הכיוון של  tבאמצעות  ועי(הדרכה: הב

 
1 נתונים שני מישורים )10 2 : 2 5 0 ,  : 3 2 11 0x y z x y zπ π+ + − = + + + =. 

1 .הוא ישר החיתוך בין שני המישורים 
עם הישר   60°ויוצר זווית של  1מכיל את הישר  3πהמישור 

( ) ( )2  : 1,3, 4 1,1,0x t= − +. 

 .3πאת משוואת המישור  מצאו  
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 סופיות תשובות 

)א.  )1 ) ( )1,2,0 0, 1,1x t= + 2ג.     2ב.   − 0y z− + = 

 ג. מתלכדים  4.07ב. מצטלבים,   . 1.095מקבילים,  א. )2
)ד. נחתכים בנקודה  )1,  .47.6°. הזווית היא:  −3,4

    .ב. מוכל  . 0.9284א. מקביל,  )3
)ג. חותך בנקודה   )3.5, 0.5, 2−  .40.78°, הזווית היא:   −

)א. נחתכים. ישר חיתוך:  )4 ) ( )0, 2,3 3, 1, 2.5x t= − + −  .63.6°, זווית: −
 ג. מתלכדים.  . 0.324ב. מקבילים. המרחק: 

5( ( ) ( ) ( ) ( ): 0, 2.5,8.5 2, 2.75, 1.75   ,  : 0,7,7 8, 11, 7x t x t= + − − = + − − . 

6(  : 3 3 15 0x y zπ − + + + =. 

7( ( 40,0,14 או 0,0,4(
5

 
 
 

   . 

8(  ( )3: 0, 14, 15 14,14,21
4

x t = − − + − 
 


. 

    יח"ש. 10.467 )9

10( 3  : 2 58 0x y zπ + − − 3 או =  : 2 5 0x y zπ + + − = 
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 סיכום כללי

 הגדרה כללית

) שמוצאו בראשית הציריםוקטור  )וסופו בנקודה:  0,0( ),x y   במישור ייכתב בצורתו

) האלגברית באופן הבא:  ),u x y=. 
 

 דוגמאות:  

)הווקטור  • )4,2u ]נמצא במישור   = ]xy , 

)מוצאו בנקודה   )A )וסופו בנקודה  0,0 )B 4, 2. 
 
 

)הווקטור:   • )4,2,5u  נמצא במרחב הקרטזי. =

)מוצאו בראשית הצירים  )A 0,0,0   

)וסופו בנקודה:  )B 2, 4,5. 

 

 

 
 ווקטור שמוצאו אינו בראשית הצירים 

)ווקטור שמוצאו בנקודה  )1 1 1A , ,x y z :וסופו בנקודה ( )2 2 2B , ,x y z  ייכתב ע"י חישוב

)הפרש נקודת סופו ממוצאו באופן הבא:  )2 1 2 1 2 1AB B A , ,u x x y y z z= = − = − − −


. 
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 ביחס נתון אמצע קטע וחלוקת קטע  

)שקצוותיו הם:  Mאמצע הקטע  • )1 1 1A , ,x y z ו- ( )2 2 2B , ,x y z  

1הוא:   2 1 2 1 2
M M M, ,

2 2 2
x x y y z zx y z+ + +

= = =. 

)המחלקת קטע שקצותיו  Pשיעורי נקודה  • )1 1 1A , ,x y z ו- ( )2 2 2B , ,x y z  ביחס 

k:של  l :1הם 2 1 2 1 2
P P P  ;    ;  zk x l x k y l y k z l zx y

k l k l k l
⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅

= = =
+ + +

. 

 
 וגודל של ווקטור בהצגה אלגברית מכפלה סקלרית

uתסומן:   v-ו αמכפלה סקלרית של שני ווקטורים  v⋅  ותחושב ע"י הנוסחה 

cosuהבאה:  v u v α⋅ = ⋅ היא הזווית הנוצרת בין נקודת חיבור מוצאי  αכאשר   ⋅
 הווקטורים ובין כיווני הווקטורים.  

)מכפלה סקלרית של ווקטורים:  ) ( )1 1 1 2 2 2, ,  , , ,u x y z v x y z=  תחושב באופן  =

)הבא:  )( )1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2, , , ,u v x y z x y z x x y y z z⋅ = = + +. 

)גודלו של ווקטור  )1 1 1, ,u x y z=   :2נתון ע"י 2 2 2
1 1 1u u x y z= = + +. 

 
 הצגה פרמטרית של ישר 

 ישר כללי במרחב ניתן להצגה ע"י שני ווקטורים. 
 .  ווקטור ההעתקהנקרא  aהווקטור 

 מוצאו תמיד בראשית הצירים וסופו על נקודה כלשהי על הישר הנתון. 
  ווקטור הכיוון של הישר.נקרא  uהווקטור 

 זה הוא ווקטור שנמצא על הישר עצמו מוצאו בנקודה אחת וסופו 
 בנקודה אחרת לאורך הישר.  

x : הקשר בין שני הווקטורים נתון ע"י:  a tu= + 
שמוצאו   tהוא ווקטור המתקבל ע"י בחירה של   x-הוא מספר ממשי כלשהו ו tכאשר 

 . lבראשית הצירים וסופו על נקודה על הישר  
 

)עבור הנקודות:  :דוגמא  ) ( )B 5,3,1  , A )-ו 0,0,0 )C נקבל את הווקטורים  7,0,10

)הבאים:  ) ( ) ( ) ( )AB B A 5,3,1  ;  BC C B 7,0,10 5,3,1 2, 3,9a u= = − = = = − = − = −
 

 

)לכן הצגה פרמטרית של הישר היא:  ) ( ): 5,3,1 2, 3,9l x t= + −  . 

  

 
 

 
 B 

A 

C  
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 הערות:*
לישר יש אינסוף הצגות פרמטריות הנבדלות זו מזו בבחירת ווקטור ההעתקה  •

 ווקטור הכיוון. 
)ההצגה הבאה גם מתאימה לישר שבדוגמא:   ) ( ): 7,0,10 6,9, 27l x t= + − − 

בהצגה פרמטרית אחת של הישר, יתקבל ע"י  0tהמתקבל ע"י הצבת  xהווקטור  •
 בהצגה פרמטרית אחרת של אותו הישר.  1tהצבת 

 .uהווקטור ומוצאו של  aבאיור לעיל אינה בהכרח סופו של הווקטור  Bהנקודה  •
כדי לכתוב הצגה פרמטרית של ישר מספיק לקחת שתי נקודות כלשהן למציאת   •

הנמצאת על המשך הישר) ונקודה  Dיחד עם נקודה   C(למשל הנקודה  uהווקטור 
 . aנוספת למציאת הווקטור  

הצגה פרמטרית של ישר היא למעשה חיבור של שני ווקטורים גיאומטריים  •
 במרחב הנותנים ווקטור שמוצאו בראשית הצירים וסופו על הישר הנתון. 

 

 מצב הדדי בין ישרים 

 מצבים הדדים בין זוג ישרים במרחב: 4ישנם 

 ישרים מתלכדים: שני הישרים הם למעשה ישר אחד.   •

 ם בעלי אותו כיוון ולעולם אינם נפגשים במרחב.ישרים מקבילים: שני הישרי •

 ישרים נחתכים: שני ישרים במרחב עם כיוונים שונים הנחתכים בנקודה כלשהי. •

 ישרים מצטלבים: שני ישרים עם כיוונים שונים שאינם נפגשים במרחב.  •
 

 שלבית הבאה: -כדי לקבוע את המצב ההדדי בין שני ישרים נבצע את הבדיקה הדו

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 כן

קטורי האם הישרים באותו כיוון (האם ו
 הכיוון שלהם שומרים על אותו יחס)?

 

האם לישרים נקודה משותפת 
(האם נקודה מישר אחד 
 נמצאת על הישר השני)?

 

יש נקודת חיתוך האם לישרים 
 כלשהי?

 

 מתלכדים
 

 מקבילים
 

 נחתכים
 

 מצטלבים
 

 כן כן

 לא

 לא לא
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 הצגה פרמטרית של מישור 

 מישור כלשהו במרחב ניתן להצגה ע"י שלושה ווקטורים.  
 . ווקטור ההעתקההוא  aהווקטור 

 מוצאו תמיד בראשית הצירים וסופו בנקודה כלשהי על המישור.  
 

  וקטורי הכיוון של המישור.הם  v-ו uהווקטורים  
 אלו הווקטורים הפורשים את המישור.  

 
x :   הקשר בין שלושת הווקטורים נתון ע"י: a tu svπ = + + 

t,כאשר  s הם מספרים ממשיים כלשהם ו-x   הוא ווקטור המתקבל ע"י בחירתם אשר
 . πמוצאו בראשית הצירים וסופו בנקודה על המישור  

 
 משוואת מישור 

:ניתן להציג מישור ע"י משוואה באופן הבא:   0ax by cz dπ + + + = , 

)כאשר:  ), ,x y z   היא נקודה על המישור והמקדמים, ,a b c  הם שיעורי ווקטור הנורמל

)של המישור המסומן:  ), ,h a b c= . 

 

 מצב הדדי בין ישר למישור 

 מצבים הדדיים בין ישר ומישור במרחב:  3ישנם 

  חותך את המישור.הישר  •

 הישר מקביל למישור.  •

  הישר מוכל במישור. •
 

כדי לדעת מהו המצב ההדדי בין ישר ומישור יש להציב נקודה כללית של הישר  
  במשוואת המישור ולבדוק:

  אם למשוואה המתקבלת יש פתרון יחיד אז הישר חותך את המישור. •

 אם למשוואה אין אף פתרון אז הישר מקביל למישור. •

 משוואה יש אינסוף פתרונות אז הישר מוכל במישור.  אם ל •

  

 
 

 

 

 חותך        מקביל                   מוכל      

1
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 מצב הדדי בין מישורים 

 מצבים הדדיים:  3ישנם   יםבין שני מישור

 .ישר החיתוךבמקרה זה יש להם ישר משותף הנקרא  -המישורים נחתכים  •

 לשני המישורים וקטורים פורשים זהים אך ווקטור העתקה שונה.   –המישורים מקבילים  •

 במקרה זה שני המישורים מייצגים את אותו המישור. -המישור מתלכדים  •
 
1:כלליים שני מישוריםעבור  1 1 1 1:  0a x b y c z dπ + + + 2-ו   = 2 2 2 2:  0a x b y c z dπ + + + = 

 : באופן הבאהמצב ההדדי ביניהם את קבעו נ

 נחתכים  מקבילים  מתלכדים 
1 1 1 1

2 2 2 2

a b c d
a b c d

= = =  1 1 1 1

2 2 2 2

a b c d
a b c d

= =  כל מצב אחר  ≠

 

 

 חישובי זוויות ונוסחאות 

u ,  וקטוריםשני בין  αזווית  • v :תחושב ע"יcos u v
u v

α ⋅
=

⋅
 . 

1שני ישרים בין   αזווית חדה  • 1 1l a tu= 2-ו + 2 2l a su= 1תחושב:   + 2

1 2

cos u u
u u

α ⋅
=

⋅
. 

lישר  בין   αזווית חדה  • a tu= :ומישור:  +  0ax by cz dπ + + + =   

sinתחושב ע"י הנוסחה הבאה:   u h
u h

α ⋅
=

⋅
  . 

1שני מישורים:  בין  αזווית חדה  • 1 1 1 1:  0a x b y c z dπ + + + =   

2-ו 2 2 2 2:  0a x b y c z dπ + + + 1תחושב ע"י:  = 2

1 2

cos h h
h h

α ⋅
=

⋅
 . 

 
  

1
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 ונוסחאות  מרחקיםחישובי 

)מרחק בין שתי נקודות   .1 )1 1 1A , ,x y z  ו-( )2 2 2B , ,x y z  במרחב יחושב באופן 

)הבא:  ) ( ) ( )2 2 2
AB 2 1 2 1 2 1d x x y y z z= − + − + −. 

)מרחק בין נקודה  .2 )1 1 1A , ,x y z  :לישר הנתון בהצגה פרמטרית:l x a tu= + 
חישוב אורכו. כדי למצוא את נקודת יחושב ע"י העברת אנך מהנקודה לישר ו

 החיתוך יש להשוות את מכפלת הווקטור האנך בווקטור הכיוון של הישר לאפס.  

)מרחק בין נקודה  .3 )1 1 1A , ,x y z  :למישור:  0ax by cz dπ + + +  יחושב   =

1ע"י:   1 1
2 2 2

ax by cz dd
a b c
+ + +

=
+ +

. 

 מרחק בין שני ישרים מקבילים יחושב ע"י שימוש בנקודה מאחד הישרים  .4
 . 2ומציאת מרחקהּ מהישר השני כמתואר בסעיף 

 מרחק בין ישר ומישור (המקביל לו) יחושב ע"י שימוש בנקודה שעל הישר   .5
 .  3ומציאה מרחקהּ מהמישור כמתואר בסעיף 

 שרויות הבאות: מרחק בין שני מישורים מקבילים יחושב לפי אחת מהאפ .6

 שימוש בנקודה שעל מישור אחד ומציאת מרחקהּ מהמישור השני. . א

1שימוש בנוסחה:  .ב 2
2 2 2

d dd
a b c

−
=

+ +
. 

מרחק בין ישרים מצטלבים יחושב ע"י כתיבת משוואת מישור של אחד הישרים   .7
 . 5ומציאת מרחקו מהישר השני כמתואר בסעיף 
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 אינטגרלים קוויים ושימושיהם 

 .'פרמטרית של עקומים חשובים  ההצג'* מומלץ בחום לעיין בנספח 
 

 שאלות 

 Iי מסוג ואינטגרל קו 

) את האינטגרלחשבו  1-4בשאלות  , )
C

f x y ds:כאשר , 

1) 2: cos , sin , 0 2 ; ( , ) 1C x t y t t f x y x= =    = − 

 

2) : sin , 1 cos , 0 ( , )C x t t y t t f x y x= − = −    = 

 

3) ( , )f x y x y= +; C  של ישר המחבר את   קטע( )O )עם   0,0 )A 1,2. 

 

4) 2( , )f x y x y= +; C היקפו של OAB  :( ) ( ) ( )O 0,0 , A 0,1 , B 1,0. 

 

 

) את האינטגרלחשבו  5-6בשאלות  , , )
C

f x y z ds:כאשר , 

5) 2 2 2: cos , sin , 0 ; ( , , )C x t y t z t t f x y z x y z= = =    = + + 

 

6) 2 3 31 1
: , , 0 3 ; ( , , ) 3

32
C x t y t z t t f x y z x z= = =   = + 

 

 

2/3  אורך העקוםאת חשבו  (7 2/3 1x y+ =. 

 

cosסליל עשוי תיל דק מיוצג על ידי  (8 , sin , 2 (0 )x t y t z t t = = =  . 

)אם פונקציית הצפיפות היא  ,הסליל מסתאת חשבו  , , )x y z kz = ( 0)k . 

  

1
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2y x= 

1y = 

 IIאינטגרל קווי מסוג 

 :ושבח 10-9בשאלות 

9) 2 2

2
: cos , sin 0 ; 2 ( )

C
C x t y t t xydx x y dy


= =   + + 

 

10) 2 2: , 0 1 ; (2 ) ( )
C

C x t y t t x y dx x y dy= =   + + − 

 

2חשבו   (11

C
ydx x dy+, כאשר  C  (2,4)לנקודה  (0,0)  נקודהמהמסלול, 

 נתון ע"י המשוואה:  C-ו

2y . א x= 

2y .ב x= 

 

חשבו   (12
(4,2)

(1,1)
( ) ( )x y dx y x dy+ + −, אם העקום נתון על ידי: 

2yהפרבולה  . א x=. 

 .קו ישר .ב

)-מ ים הישריםוהקו . ג )- ל 1,1( )- ומשם ל 1,2( )4, 2. 

2העקום   .ד 22 1, 1x t t y t= + + = +. 

 

2חשבו   (13

C
x ydx xdy+, כאשר המסלול  C  מתואר בציור: 

 

 
 
 
 

    

)2חשבו   (14 )
C

x y dx dy− +, כאשר המסלול  C  :מתואר בציור 

 

 

 

 

  

 

(0,0) (1,0) 

(1,2) 

1
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) אם (15 ) ( ) ( )2 2( , , ) 3 6 2 3 1 4x y z x yz y xz xyz= − + + + −F i j k, 

את האינטגרל הקווי חשבו 
C

F dr, לאורך המסלולים:   ,(1,1,1)- ל (0,0,0)-מ 

2 . א 3, ,x t y t z t= = = 

 .(1,1,1)- ומשם ל (0,1,1)- , משם ל(0,0,1)- ל (0,0,0)-הקוים הישרים מ .ב

 .(1,1,1)-ו (0,0,0)הישר המחבר את  . ג

 

את האינטגרל הקווי חשבו  16-17בשאלות 
C

F dr:כאשר , 

16) ( ) ( )2 3 2 3( , ) , , ( ) , , 0 1F x y x y y x r t t t t= − = −   

 

17) ( ) ( )3 2( , , ) sin ,cos , , ( ) , , , 0 1F x y z x y xz r t t t t t= = −   

 

)3שדה הכוח  נתון  (18 , ) ( )x y x y x y= + −F i j. 

2y על חלקיק שנע על הפרבולההשדה  שמבצע עבודהאת החשבו  . א x= 

)- מ  .(1,1)עד   −(2,4

)עד  (1,1)- אילו החלקיק היה נע מ התשובהכיצד הייתה משתנה  .ב 2,4)−? 

 

)שמבצע שדה הכוח  עבודהאת החשבו  (19 , , )x y z yz xz xy= + +F i j k, 

2חלקיק הנע  לאורך העיקול   על 3( ) (0 1)t t t t t= + +  r i j k. 

 

 

 סימוןהערת 

 בסימונים שונים בספרות המקצועית: IIמסוג י וקו אינטגרל 

( ) ( )

( ) ( )1 2 3 1 2 3

, , , ,

, , , ,

C C C

C C C

dr f g h dx dy dz fdx gdy hdz

dr A A A dx dy dz A dx A dy A dz

 =  = + +

 =  = + +

  

  

F

A
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 תשובות סופיות 

1)  

2) 
16

3
 

3) 
3 5

2
 

4) 
5

( 2 1)
6

+ 

5) 
2

2 (1 )
3


 + 

6) 
567

2
 

7) 6 

8) 25k 

9) 
1

3
 

10) 
4

3
 

א.  (11
28

3
ב.    

32

3
 

א.  (12
34

3
ד.    14ג.   11ב.   

32

3
 

13) 
1

2
 

14) 
4

5
 

ג.   −3ב.    2א.  (15
6

5
 

16) 
59

105
− 

17) 
6

sin1 cos1
5
− − 

 −3ב.    3א.  (18

19) 1 

1
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 פרמטרית של עקומים חשובים ההצג

 דוגמה הצגה פרמטרית  עקום

 

( )( )y f x a x b=   

 

( ), ( )x t y f t a t b= =   

( )

( )

2

2

1 2

, 1 2

y x x

x t y t t

=  



= =  

 

 

( )( )x f y a y b=   

 

( ), ( )y t x f t a t b= =   

( )

( )

2

2

1 2

, 1 2

x y y

y t x t t

=  



= =  

 

 
2 2 2x y r+ = 

 מעגל

 

( )cos , sin 0 2x r t y r t t = =  
 

) נגד כיוון השעון  )

2 2 4

2cos , 2sin 0 2

x y

x t y t t 

+ =



= =  

 

 
2 2 2x y r+ = 

 מעגל

 

( )cos , sin 0 2x r t y r t t = = −  

) עם כיוון השעון  )

2 2 4

2cos , 2sin 0 2

x y

x t y t t 

+ =



= = −  

 

 
2 2

2 2
1

x y

a b
+ = 

 אליפסה 

 
 

( )cos , sin 0 2x a t y b t t = =   

) נגד כיוון השעון  )

2 2

2 2
1

3 5

3cos , 5sin 0 2

x y

x t y t t 

+ =



= =  

 

 
2 2

2 2
1

x y

a b
+ = 

 אליפסה 

 

( )cos , sin 0 2x a t y b t t = = −  

 עם כיוון השעון 
( )

2 2

2 2
1

3 5

3cos , 5sin 0 2

x y

x t y t t 

+ =



= = −  

 

 
ישר פרמטרי  

 במישור 

0מהנק'   0( , )x y 

1לנק'   1( , )x y 

 

( )

0 1 0

0 1 0

( )

( )

0 1

x x t x x

y y t y y

t

= + −

= + −

 

 

,1)ישר פרמטרי מהנק'  ,3)לנק'  (2 4) 

( )

1 2

2 2

0 1

x t

y t

t

= +

= +

 

 

 
ישר פרמטרי  

 במרחב 
מהנק'  

0 0 0( , , )x y z 

1לנק'   1 1( , , )x y z 

 

( )

0 1 0

0 1 0

0 1 0

( )

( )

( )

0 1

x x t x x

y y t y y

z z t z z

t

= + −

= + −

= + −

 

 

,1)- ישר פרמטרי מ  (4,7,9)-ל(2,3

( )

1 3

2 5

3 6

0 1

x t

y t

z t

t

= +

= +

= +

 
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 תלות במסלול-אי –שדות משמרים 

 שאלות 

 ; הוא שדה משמר F האם וקבע 1-6בשאלות 

  -כך ש , פונקציהמצאו אם כן,  =F. 

1) ( )( , ) 6 5 ,5 4x y x y x y= + +F 

 

2) ( , ) y xx y xe ye= +F i j 

 

3) ( )2( , ) 2 cos cos , sin sinx y x y y x x y x= − − −F 

 

4) 2( , , ) 2yx y z z e xz−= + +F i j k 

 

5) ( ) ( )2, , 3x y z yz xz xy z= + + +F i j k 

 

6) ( )2( , , ) ,2 ,x y z z yz y=F 

 

) נתון האינטגרל (7 ) ( )2 3 2 2

(3,4)

(1,2)

6 6 3xy y x y xydx dy− −+. 

,1)אינו תלוי במסלול המחבר את  שהאינטגרל הוכיחו  . א ,3)-ו (2 4). 

 את האינטגרל בשתי דרכים שונות. חשבו  .ב

 

)את האינטגרל חשבו  (8 )3 2 2

(3,1)

(1,4)

2 1 3xy dx x y dy+ +. 

 

) את האינטגרלחשבו  (9 ) ( )
(2,1)

4 2 3

(1,0)
2 3 4xy y dx x xy dy− + + −. 

 

)יהי  (10 , ) y yx y e xe= +F i j . שמבצע השדה על חלקיק הנע על  עבודהאת המצאו

21y x= )-ל (1,0)- מ ,− 1,0)−. 
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) את האינטגרלחשבו  (11 ) ( ) ( )
(2,1, 1)

3 2 2 2

(1, 1,1)
2 6 6 2 3xz y dx x yz dy x z y dz

−

−
+ + − + −. 

 מובן פיסיקאלי לתוצאה.  נות
 

נתון שדה וקטורי  (12
2 2

2 2 2 2

x y y x

x y x y

+ −
=  + 

+ +
F i j,  מסלולים:  3ונתונים 

2 2
1 : 1L x y+  )נגד כיוון השעון(. בכיוון החיובי   =

2 2

2 : 1
16 9

x y
L +  .)עם כוון השעון( בכיוון השלילי  =

2 2
3 : ( 10) ( 7) 1L x y− + −  )נגד כיוון השעון(. בכיוון החיובי  =

 :וחשב

  . א
1L

dr F    .ב
2L

dr F   .ג
3L

dr F 

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (13

)את השדה הווקטורי  ושרטט . א ) 2 2 2 2
, ,

y x
x y

x y x y

 −
=  

+ + 
F ברביע ,

 הראשון.

)בתחום  .ב ) ( ) ( ) 2, | , 0,0D x y R x y=  ,  נסמן
2 2 2 2

,
y x

f g
x y x y

−
= =

+ +
. 

yכי  הוכיחו  .1 xf g=  .בתחום הנתון 

 מר על סמך התוצאה בסעיף הקודם?שמ האם ניתן לקבוע שהשדה .2

 )מסעיף ב(. D שהשדה הנתון )מסעיף א( אינו שדה משמר בתחוםהוכיחו  . ג

שהשדה הנתון משמר בחצי המישור הימני הוכיחו  .ד

( ) 2, | 0D x y R x=  , את פונקציית הפוטנציאל, במקרה זה.מצאו ו 

)עתה נתון השדה בתחום  .ה ) ( ) ( ) 2, | , 0,0D x y R x y=  , 

 את חשבו
C

d F r כאשר ,C  עקומה סגורה חלקה סביב הנקודה( )0,0. 
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)נתון השדה הווקטורי  (14 ) 2 2 2 2
, ,

x y
x y

x y x y

 
=  

+ + 
F, 

)בתחום  ) ( ) ( ) 2, | , 0,0D x y R x y=  . 

 את השדה הווקטורי ברביע הראשון. ושרטט . א

נסמן   .ב
2 2 2 2

,
x y

f g
x y x y

= =
+ +

. 

yכי  הוכיחו  .1 xf g=  .בתחום הנתון 

 האם ניתן לקבוע שהשדה משמר על סמך התוצאה בסעיף הקודם? .2

 הנתון הוא שדה משמר.שהשדה הוכיחו  . ג
 

 

 הערת סימון
 :  שדה וקטורי בסימונים שונים בספרות המקצועית

( )

1 2 3

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ), ( , , ), ( , , )

ˆ ˆ ˆ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

x y z f x y z g x y z h x y z

x y z f x y z g x y z h x y z

x y z f x y z x g x y z y h x y z z

A A A

= + +

=

= + +

= + +

F i j k

F

F

A i j k
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 תשובות סופיות 

1) 2 2( , ) 3 5 2x y x xy y = + + 

 השדה אינו משמר.  (2

3) 2( , ) cos sinx y x y y x = − 

4) 2( , , ) yx y z xz e −= − 

5) 3( , , )x y z xyz z = + 

 השדה אינו משמר.  (6

 236ב.   הוכחה.שאלת א.  (7

8) 58− 

9) 5 

10) 2− 

)- עבודה שנעשית בהזזת גוף מ =15 (11 )1, )-ל −1,1 )2,1,  .C לאורך ,−1

 0ג.  −2ב.    2א.  (12

 לא ניתן לקבוע שהשדה משמר. .ii הוכחה.שאלת . i ב. ראו בעמוד הבא.א.  (13

arctanהוכחה; שאלת ד.  הוכחה.שאלת ג. 
y

k
x

 =  2ה.   +

 לא ניתן לקבוע שהשדה משמר.  .2 הוכחה.שאלת  . 1ב.  .ראו בעמוד הבאא.  (14
 הוכחה.שאלת ג. 
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 שרטוטים

 סעיף א:   13 שאלה

 

 

 סעיף א:   14שאלה 
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מבוא מתמטי לפיסיקאים 2 (ממפיס 2)
פרק 5 - משפט גרין

תוכן העניינים

1. משפט גרין י 64
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2y x= 

1y = 

  משפט גרין 

 שאלות 

 .את משפט גרין ואשר 3-1שאלות ב

את האינטגרל  וחשב ,כלומר
C

fdx gdy+  ואת האינטגרל( )x y

R

g f dA−, 

 שהם שווים זה לזה. ווהרא

1) 2

C

x ydx xdy+ ; המסלול  C מתואר בציור:     

 

 

  
 

2) 2( )
C

x y dx dy− +  ;המסלול  C :מתואר בציור 

 

 

 
 

3) 2 3 2( ) ( 2 )
C

x xy dx y xy dy− + − ,C הוא ריבוע שקדקודיו :

(0,0), (2,0), (2,2),  בכיוון החיובי. (0,2)
 

)שמבצע שדה הכוח  עבודהאת ה וחשב (4 ) ( )3 3( , ) cosxx y e y y x= − + +F i j 

2 על מעגל היחידהחלקיק הנע  על 2 1x y+  ,, בכיוון הפוך לכיוון השעון=

   ומשלים הקפה אחת.
 

) האינטגרלאת  וחשב (5 )2tan cos
2

y y

C

x
e dx xe y y dy
 
 
 

− + +,  כאשרC הוא 

2האיחוד של העקומים  28 ,y x y x= −  . ברביע הראשון, עם כיוון השעון =
  

 

 

2 
 
 
 

  1    
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) את האינטגרל וחשב (6 )( )2 22 cos sin cos 2x y x y

C

e ydx e y y xy dy− −− + + +, 

הוא חצי האליפסה  Cכאשר  2 24 4, 0x y y+ =   מהנקודה( )2,0 

) לנקודה )2,0−. 

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (7

 ,Cשהשטח החסום על ידי עקום סגור פשוט   וחיהוכ . א

 יל ידנתון ע
1

2
C

xdy ydx−. 

את שטח האליפסה  וחשב .ב
2 2

2 2
1

x y

a b
+ =. 

 

)נתון האינטגרל הקווי  (8 ) ( )3 2 2 3 23 3 3 3 sin
C

x x y xy y dx x y x y dy+ + + + −, 

 נגד כיוון השעון. סגורה  מסילה פשוטה Cכאשר 
 האינטגרל?מהו הערך המקסימלי של 

 הוא מתקבל?  Cעבור איזו מסילה  

 

 ,C שלא קיימת עקומה פשוטה, סגורה וגזירה למקוטעין  וחיהוכ (9

3ת שטח במישור, והמקיימת  מ החוס 3 0
C

y dx x dy− + =. 

 

 ו אתחשב (10
( ) ( )2 2 2 2

4 4

4 4C

x y x y
dx dy

x y x y

− −
+

 +  +
:כאשר , 

)הוא המעגל  C . א ) ( )
2 2

3 2 1x y− + − =. 

)הוא המעגל  C .ב ) ( )
2 2

1 2 144x y− + − =. 

 היא מסילה כלשהי סביב הראשית. C . ג
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 תשובות סופיות 

 . 0.5הערך המשותף הוא  (1

 . 0.8הערך המשותף הוא  (2

 . 8הערך המשותף הוא  (3

4) 1.5 

5) 0.5sin64 

6) 4

4

8 1

3
e

e
+ − 

 abב.   א. הוכחה.  (7

הערך המקסימלי הוא  (8
6

4


2, עבור המסילה  2: 1C x y+ =. 

 הוכחה. (9

ב.    0א.  (10
2


ג.   

2


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מבוא מתמטי לפיסיקאים 2 (ממפיס 2)
פרק 6 - אינטגרלים משטחיים ושימושיהם

תוכן העניינים

1. הצגה פרמטרית של משטח  י (ללא ספר)

2. אינטגרלים משטחיים מסוג 1 י 67
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 Iמסוג אינטגרלים משטחיים 

 שאלות 

 את האינטגרל המשטחי:  וחשב 5-1 שאלותב

1) 2

S

x yzdS ,  כאשרS 1 הוא המישור 2 3z x y= + +, 

[0,3] מלבןה מעל  [0, 2]R = . 
 

2) 

S

xdS ,  כאשרS 20 הוא המשטח 2 , 0 2 , 4x z y x z    = +. 

 

3) 

S

yzdS ,  כאשרS  3הוא המישורz y= 2 שכלוא בתוך הגליל ,+ 2 1yx + =. 

 

4) ( )2 2

S

x z y z dS+ ,  כאשרS   2הוא חצי הכדור 2 20 , 4z x y z + + =. 

 

5) 
S

xyzdS,   כאשרS  חלק החרוט הוא( , ) cos sin 3u v u v u v u= + +r i j k, 

1המקיים   2 , 0
2

u v


   . 

 

 .Rשל כדור בעל רדיוס  הפניםשטח את  וחשב (6
 

2היא חלק הפרבולואיד   Sהיריעה הדקה  (7 2z x y= 1zשמתחת למישור  ,+ =, 

)0וצפיפותה   , , )x y z =,  .קבועה 

 היריעה.  מסתאת  וחשב
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 תשובות סופיות 

1) 171 14 

2) 
33 33 17 17

6

−
 

3) 2 / 4 

4) 16 

5) 93 / 10 

6) 2
4 R 

7) ( )0 5 5 1
6


− 
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 IIאינטגרל משטחי מסוג 

 שאלות 

את האינטגרל  וחשבהבאות  בשאלות
S

dsF n  (n הוא נורמל חיצוני של S). 

 .Sדרך   Fאת השטף של שדה הזרימה   ובניסוח אחר: חשב

 

1) 2 2(2 )x z x y xz= − + −F i j k ;S המישורים:  ל ידיהוא פני הקובייה הנקבעת ע

0, 1, 0, 1, 0, 1x x y y z z= = = = = =. 

 

2) 2 3x y z= − +F i j k ;S   2הוא פני הכדור 2 2 1x y z+ + =. 

 

3) 2(2 ) ( 3 )xy z y x y= + + − +F i j k ;S י ל יד הוא פני הפירמידה הנקבעת ע

2 המישורים 2 6, 0, 0, 0x y z x y z+ + = = = =. 

 

4) 5 2 3= + +F i j k ;S  2חלק הפרבולואיד 24z x y= − 0z, שבו  − . 

 

5) ( )0 2 3 1z y= − + − −F i j k, S  4הוא חצי כדור שמרכזו בראשית, רדיוסו 

 .xy  והוא נמצא מעל המישור

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
11

6
 

2) 
8

3


 

3) 27 

4) 12 

5) 16− 
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מבוא מתמטי לפיסיקאים 2 (ממפיס 2)
פרק 7 - משפט הדיברגנץ (גאוס)

תוכן העניינים

1. משפט הדיברגנץ י 70
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 משפט הדיברגנץ )גאוס(

 שאלות 

 . את משפט הדיברגנץ ואשר 3-1שאלות ב

את האינטגרל  וחשב ,כלומר
S

dsF n,  ואת האינטגרל
G

div dV F, 

 .(S הוא נורמל חיצוני של n)שווים זה לזה  שהם ווהרא
 (עמוד הבאהערת סימון ב ו)רא

1) 2 2(2 )x z x y xz= − + −F i j k ;S הוא פני הקובייה  G, 

,0הנקבעת ע"י  המישורים:  1, 0, 1, 0, 1x x y y z z= = = = = =. 

 

2) 2 3x y z= − +F i j k  ;S   הוא פני הכדורG, 2 2 2 1x y z+ + =. 
 

3) 2(2 ) ( 3 )xy z y x y= + + − +F i j k; S  הוא פני הפירמידהG, 

2 הנקבעת ע"י המישורים: 2 6, 0, 0, 0x y z x y z+ + = = = =. 

 

2פני הגוף הכלוא בגליל  S יהי (4 2 9x y+ 0zבין המישורים   ,= 2z-ו = = . 

3  וקטוריוהשדה השל  שטףאת ה וחשב 3 2x y z= + +F i j k   דרךS. 

 כלומר, חשב את
S

dsF n, כאשר n רמל חיצוני שלוהוא נ  S . 

 

 את וחשב (5
S

dsF n, כאשר n רמל חיצוני שלוהוא נ S. 

 ( )2 3z x xy z= − − +F i j k; S   הגוף החסום על ידי:הוא פני 

20, 3, 4 , 0x x z y z= = = − =. 

 

) את וחשב (6 ) ( )2 3 22 2

S

x y z xy y zxz dydz dzdx dxdy− ++ +, 

2 גוף החסום על ידיהוא פני ה S כאשר 2 2 , 0z a x y z= − − =. 

 

2  פתוחמשטח  Sיהי  (7 20 4 , 16y x z  +  )גליל ללא הבסיסים(. =

2 וקטוריושל השדה ה  Sדרך   שטףאת ה וחשב 55z y x= + +F i j k. 

 את וכלומר, חשב
S

dsF n, כאשר  n רמל חיצוני שלוהוא נ   S. 

1
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 את וחשב (8
S

dsF n, כאשר n רמל חיצוני שלוהוא נ S. 

2 2
2

2 2

2 (1 ) 1
6 2 arctan

1 1

x y xz y y
yz x y

y y

 
  
 

+ + +
= + + −

+ +
F i j k; 

S  2חלק הפרבולואיד הוא 24z x y= − 0zשבו   ,−   (. פתוח)המשטח 

 
 

 הערת סימון

)לפי משפט הדיברגנץ, בהינתן שדה וקטורי  , , ) ( , , ) ( , , )f x y z g x y z h x y z= + +F i j k , 

 :מתקיים
G S

div dV dS=  F F n. 

 

 : ניסוחים נוספים של משפט הדיברגנץ

( )

( )

G S

x y z

G S

x y z

G S

dV dS

f g h dV dS

f g h dV fdydz gdzdx hdxdy

 = 

+ + = 

+ + = + +

 

 

 

F F n

F n  

 
 
 
 
 

 תשובות סופיות 

הערך המשותף הוא  (1
11

6
. 

 הערך המשותף הוא (2
8

3
. 

 .27הערך המשותף הוא  (3

4) 279 

5) 16 

6) 
52

5

a
 

7) 0 

8) 4− 

1

פרק 7משפט הדיברגנץ (גאוס)
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מבוא מתמטי לפיסיקאים 2 (ממפיס 2)
פרק 8 - משפט סטוקס (גרין במרחב)

תוכן העניינים

1. משפט סטוקס י 72

71

71
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 משפט סטוקס 

 שאלות 

 .שמשפט סטוקס אכן מתקיים וקבד 3-1 שאלותב

)את האינטגרל  וחשב ,כלומר )curl

S

ds F n,  ואת האינטגרל
C

d F r, 

 (. עמוד הבאהערת סימון ב ו)ראשווים זה לזה  שהם ווהרא
 

1) 2 3 5z x y= + +F i j k ;S  2חלק הפרבולואיד 24z x y= − 0zשבו   ,− . 

 

2) ( ) ( ) ( )2 24 3 2x y xy xz z= + − + − + +F i j k ;S  חצי כדור שמרכזו שפת הוא

 .xyוהוא נמצא מעל המישור  4בראשית, רדיוסו 
 

3) 2( )y z xz y= + − +F i j k ;S  משטח התחום בשמינית הראשונההוא , 

2 המישורים החסום על ידי 6, 2x z y+ =  ושאינו כלול, =

 .xy מישורב . א

2yמישור ב .ב =. 

2מישור ב . ג 6x z+ =. 

 

2את האינטגרל  וחשב (4 3 24
C

x dx xy dy y xdz+ +,  כאשרC מלבן   עקומה בצורת

 .(1,0,0)- ומשם ל  (1,3,3)-, משם ל(0,3,3)-ל (0,0,0)- מ

 

 את האינטגרל וחשב (5
C

d F r, כאשר ( ) ( ) ( )2 2 2x y y z z x= + + + + +F i j k; 

,(1,0,0)שקדקודיו הם  ,היא שפת המשולש C-ו (0,1,0), (0,0,1), 

 (. z-מהכיוון החיובי של ציר ה   ,הפוך לכיוון השעון )במבט מלמעלה וכיוונה
 

)את  וחשב (6 )
S

dS  F n,  כאשרyz xz xy= + +F i j k ;ו-S  הוא החלק של

2  הכדור 2 2 4x y z+ + 2הכלוא בתוך הגליל   ,= 2 1x y+  .xy למישורומעל  ,=

  

1

פרק 8משפט סטוקס (גרין במרחב)
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)את  וחשב (7 )
S

dS  F n, 3 כאשר 2( ) ( ) 3x z x yz xy= − + + −F i j k; 

2משטח החרוט הוא  S-ו 22z x y= −  .xy-מישורמעל ל   ,+

 

 

 

 הערת סימון

)לפי סטוקס, בהינתן שדה וקטורי  , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )x y z f x y z g x y z h x y z= + +F i j k, 

curl) :מתקיים )
C S

d dS =  F r F n. 

 ניסוחים נוספים של משפט סטוקס: 

( )

(curl )

(Rot )

( )

( ) ( ) ( )

C S

C S

C S

y z z x x y

C S

d dS

d dS

d dS

fdx gdy hdz h g f h g f dS

 = 

 = 

 =  

+ + = − + − + − 

 

 

 

 

F r F n

F r F n

F r F n

i j k n

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 .12הערך המשותף הוא  (1

 .−16הערך המשותף הוא  (2

 −18ג.   −9ב.    −6: א.  הערך המשותף הוא (3

4) 90− 

5) 1− 

6) 0 

7) 12 

1
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מבוא מתמטי לפיסיקאים 2 (ממפיס 2)
פרק 9 - אינטגרלים התלויים בפרמטר (גזירה ואינטגרציה תחת סימן

האינטגרל)

תוכן העניינים

1. גזירה תחת סימן האינטגרל (אינטגרל אמיתי) י 74

2. אינטגרציה תחת סימן האינטגרל (אינטגרל אמיתי) י 76

3. אינטגרל לא אמיתי התלוי בפרמטר י 77

4. גזירה תחת סימן האינטגרל (אינטגרל לא אמיתי) י 79

5. אינטגרציה תחת סימן האינטגרל (אינטגרל לא אמיתי) י 81
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73
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 גזירה תחת סימן האינטגרל )אינטגרל אמיתי(

 שאלות 

את האינטגרל חשבו  (1
1 4

0
ln

x x
dx

x

−
. 

 

)את האינטגרל חשבו  (2 )
1

0

, 0
ln

m nx x
m n dx

x

−
 . 

 

את האינטגרל חשבו  (3
1

2

0

ln(1 )

1

x
dx

x

+

+. 

 

את האינטגרל חשבו  (4
2

cos

0

cos(sin )xe x dx



. 

 

)כי  הוכיחו  (5 )
2

0

1 1
ln 1 cos ln

2
x dx




 
 + −

+ =  
 
 

 , עבור| | 1 . 

 

)חשבו  (6 )2

0
ln 1 2 cos x dx



 − +,   1עבור  . 

 

את האינטגרל חשבו  (7
( )

1

2
2

0

1

1
dx

x+
. 

 

)את האינטגרל חשבו  (8 )
1

0

0, (ln )p mp m x x dx  . 

 

את האינטגרל חשבו  (9
2

0

1

(2 cos )
dx

x



−. 

 

 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) ln 2.5 

2) 
1

ln
1

m

n

+ 
 

+ 
 

3) ln 2
8


 

4) 2 

 שאלת הוכחה. (5

6) ( )2

0

0 1
ln 1 2 cos

2 ln 1
x dx

 
 

  

 
− + = 


 

7) 
2

8

 +
 

8) 
( 1)

( 1) !

( 1)

m

m

m

p +

−

+
 

9) 
2

27


 

1
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 אינטגרציה תחת סימן האינטגרל )אינטגרל אמיתי(

 שאלות 

את האינטגרל חשבו  (1
1

0
ln

b ax x
dx

x

−
,   0עבורb a . 

 

את האינטגרל חשבו  (2
0

cos
ln

cos

b x
dx

a x


−

− ,  עבור, 1b a . 

 

כי  הוכיחו  (3
2

2 2 2 2

0

( sin ) ( sin ) 2 ( )b x a x dx b a



 − − − = − ,   לכלa ו-b. 

 חישוב ישיר. על ידיאינטגרציה תחת סימן האינטגרל וגם   על ידי בשתי דרכים, גם    ורהערה: פת 
 

 בהינתן הנוסחה (4
2

2
0

1 2

sin 1
dx

x




 
=

+ −
 ,  1עבור , 

   כיהוכיחו 
2

0

5 3sin 9
ln 2 ln

5 4sin 8

x
dx

x




+   

=   
+   

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
1

ln
1

b

a

+ 
 

+ 
 

2) 
2

2

1
ln

1

b b

a a


 + −
 
 + − 

 

 שאלת הוכחה. (3

 שאלת הוכחה (4

1

פרק 9אינטגרלים התלויים בפרמטר (גזיר...
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 אינטגרל לא אמיתי התלוי בפרמטר

 הערה חשובה 

 נושא זה הוא הרקע התיאורטי הנדרש להצדקת הגזירה והאינטגרציה תחת סימן

 ילמדו בהמשך.ינושאים ש ,עבור אינטגרלים לא אמיתיים האינטגרל

 לנושא זה כלל. יםרק בצד הטכני החישובי ולא נכנס יםמסתפק וסדותחלק מהמב

 . נדרש או לא נושא זהאו מרצה הקורס האם \ ו ת\מתרגלבררו עם 

 .דלגו היישר לנושאים הבאים , במידה ולא

 !בהצלחה

 

 שאלות 

נתון האינטגרל  (1
0

( ) cos( )xe kx dx 


−= , כאשר  k  .ממשי 

0שהאינטגרל מתכנס במידה שווה עבור  הוכיחו  a  . 

 

נתון האינטגרל  (2
( )2

0

1
( )

n
dx

x
 





=
+

, כאשר  n  .טבעי 

1שהאינטגרל מתכנס במידה שווה עבור  הוכיחו  . 

 

שהאינטגרל הוכיחו  (3
2

0

1 cos
( ) x x

e dx
x

 


− −
=    0מתכנס במידה שווה עבור . 

 

נתון האינטגרל  (4

2 2(1 )

2

2

0

( )
1

x

e
dx

x



 

+
−

=
+. 

 .  שהאינטגרל מתכנס במידה שווה לכלהוכיחו 

 

נתון האינטגרל  (5
0

( ) xe dx 


−=    0עבורk  . 

 שהאינטגרל תלוי בפרמטר. הוכיחו את האינטגרל ו וחשב . א

0kהמקיים  שהאינטגרל מתכנס במידה שווה לכל  הוכיחו  .ב   . 

  

1
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נתון האינטגרל  (6
0

( ) n xx e dx 


−= . 

המקיים     ולכלטבעי  n  שהאינטגרל מתכנס במידה שווה לכלהוכיחו 
0k  . 

 

נתון כי    (7
2 /2( ) xe dx 



−

−

= ,  0כאשרk  . 

 שהאינטגרל מתכנס במידה שווה.הוכיחו 

 

נתון האינטגרל  (8
2 2(1 )/2

0

xe dx


− +

. 

0kשהאינטגרל מתכנס במידה שווה לכלהוכיחו   . 
 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 GooL.co.ilלפתרונות מלאים כנסו לאתר  –השאלות בנושא זה הן שאלות הוכחה 
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 גזירה תחת סימן האינטגרל )אינטגרל לא אמיתי(

 שאלות 

את האינטגרל  חשבו (1
0

n xx e dx



−

. 

 
טבעי מתקיים:   n שלכלהוכיחו  (2

( )

/2

2

1
2

0 0

1 1 3 5 ... (2 1)
cos

2 4 6 ... (2 ) 21

n

n

n
dx xdx

nx






+

    −
= =

   +
 . 

 
 על הסעיפים הבאים: וענ (3

את האינטגרל  חשבו . א
2 /2xe dx



−

−

. 

את האינטגרל  חשבו .ב
2

0

xe dx



−

. 

 
 : ינטגרלחשבו את הא (4

 . א
2 /2n xx e dx



−

−

 ,  כאשרn. 

 .ב
210

0

xx e dx



−

 

 . ג
0

xxe dx



−

 

 
 על הסעיפים הבאים: וענ (5

את האינטגרל  חשבו . א
0

sin
( 0) x x

e dx
x




− . 

את האינטגרל    חשבובעזרת סעיף א'  .ב
0

sin x
dx

x



. 

 )אין צורך לנמק מתמטית את החישוב(
  

1
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 תשובות סופיות 

1) !n 

 שאלת הוכחה. (2

ב.     2א.  (3
2


 

1זוגי אז   n אם, ו0זוגי אז -אי n  אםא.  (4 3 5 ... ( 1) 2n     −  . 

ב.  
945

64
   .ג

2


 

arctanא.  (5
2


− ב.   +

2


 

1
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 אינטגרציה תחת סימן האינטגרל )אינטגרל לא אמיתי(

 שאלות 

 את חשבו (1
0

ax bxe e
dx

x

 − −−
,   0עבורb a k  . 

 

 את חשבו (2
2

0

cos cosax bx
dx

x


−

,   0עבורb a k  . 

 

 את חשבו (3
2

2

0

ln(1 )x
dx

x


+

. 

 

0bכי עבור   וחיהוכ (4 a  ו-r, מתקיים 
2 2

2 2

0

1
cos ln

2

ax bxa e b r
rx dx

x a r

 − −− +
=

+. 

 

 :הוכיחו (5

) . א )
0

sin
, 0 arctanx rx r
r e dx

x






− = 

) .ב )
2

2 2

0

1 cos
, 0 arctan ln 1

2

x rx r a r
r e dx

x a a




−  − 
 = − +  

   
 

) . ג ) 2 2

0

1 cos 1 1
0 arctan ln 1

2

x x
e dx

x

 


 



− −  
 = − + 

 
 

 

 :וחיהוכ (6

 . א
2

0

1 cos

2

x
dx

x




−
= 

 .ב
2

2

0

sin

2

x
dx

x




= 
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 על הסעיפים הבאים: וענ (7

כי  הוכיחו  . א
0

sin

2

x
dx

x




=. 

את האינטגרל  חשבו .ב
3

0

sin x
dx

x



. 

 

 את חשבו (8
2

0

xe dx



−

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) ln
b

a
 

2) ( )
2

b a


− 

3)  

 שאלת הוכחה. (4

 שאלת הוכחה. (5

 שאלת הוכחה. (6

ב.   א. שאלת הוכחה. (7
4


 

8) 
2


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מבוא מתמטי לפיסיקאים 2 (ממפיס 2)
פרק 10 - פתרון וחקירת מערכת משוואות ליניאריות

תוכן העניינים

1. פתרון מערכת משוואות ליניאריות י 83

2. חקירת מערכת משוואות לינאריות (עם פרמטר) י 88

3. פתרון וחקירת מערכת הומוגנית של משוואות לינאריות י 91

4. שימושים של מערכת משוואות לינאריות י 94
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 ת פתרון מערכת משוואות לינאריו

 שאלות 

 אילו מהמערכות הבאות הן מערכות שקולות:  ומצא  (1
 

 

 את המטריצות המתאימות למערכות המשוואות הבאות:  מורש (2
 

 
 ,בזו אחר זו ,את הפעולות הרשומות מתחתיה מטריצה  על כל  ובצע 5-3בשאלות 

 לימין ומלמעלה למטה(. )סדר הפעולות הוא משמאל את המטריצה המתקבלת וומצא

3) 

1 2 1 1

3 3 1 1 3

, 2

,

3 5 1 0

2 1 4 2

5 0 2 6

R R R R

R R R R R

 →

→ + 

− 
 
 
 − 

 4) 

2 2 2 2 1

2 3 3 3 2

4 ,

, 3

4 1 0 2

1 2 1 0

0 3 1 1

R R R R R

R R R R R

→ → +

 → −

 
 
−
 
 − 

 5) 

11 3 2 2 3

1 1 2

3 , 3

5 8

3 4 8 1

2 3 6 0

1 4 5 1

R R R R R R

R R R

+→ → +

→ −

− 
 

−
 
 − − 

 

 

 , איזה פעולה אלמנטרית אחת יש לבצע על המטריצה שמשמאל  ומצא (6
 כדי לקבל את המטריצה מימין: 

 . א
1 2 4 6 3 9

4 1 1 4 1 1

− −   
→   

   
 

 .ב

1 0 4 1 1 0 4 1

4 2 1 1 0 2 17 3

0 1 0 4 0 1 0 4

− −   
   

→ −
   
   
   

 

 . ג

1 0 1 0

0 1 4 2

4 4 4 4

   
   

→
   
   
   

 

  

 . א
10 11

2 2 0

x y

x y

+ =

− =
 .ב 

4 7

1

x y

x y

− = −

− = −
 . ג 

0

2 3

x y

x y

− =

+ =
 .ד 

2 4

3

x y

x y

+ =

+ =
 

 . א
10 11

2 2 0

3

x y

x

x y

+ =

− =

+ =

 .ב 
4 7

1

5

x y z

x y

x y z

− + = −

− = −

+ + =

 . ג 
2 3

0

x y z

x z

+ + =

− =
 .ד 

3

2 4

8

x

x y

z t

=

+ =

+ =
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 מדורגת את המטריצות הבאות לצורה  ואיהב 15-7בשאלות 
 (: קנונית מדורגתלצורה  גם –  13-ו 11, 9,  7 שאלותב)

7) 

1 2 3 2 4 1

2 5 8 1 6 4

1 4 7 5 2 8

− − 
 

− −
 
 − 

 8) 

3 6 3 6 5

2 4 1 2 3

1 2 1 2 1

− 
 

−
 
 − 

 

9) 

1 2 1 3

1 3 1 5

3 8 4 17

− 
 
 
 
 

 10) 

4 1 1 5

0 11 5 3

2 5 3 1

1 3 1 2

 
 

−
 
 −
 

− 

 

11) 

1 2 1 3 5

2 5 3 1 6

1 1 2 2 1

2 3 5 4 1

 
 
 
 − −
 
− − − 

 12) 

0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 1 1

 
 
 
 
 
 

 

13) 

1 2 1 3 5

2 5 3 1 6

1 1 2 2 1

2 3 5 4 1

3 2 5 1 1

 
 
 
 − − −
 
− − − 
 − − − 

 14) 

1 3 2 2 3

1 4 3 4 2

2 3 1 2 9

1 3 0 2 1

2 5 3 2 1

1 5 6 6 3

− 
 

− 
 − −
 
 
 
  − 

 

15) 
1 1

1 2

2 1 3

F , F

i

i i

i i

+ 
 

+ 
 + + 

= =

 
 

 

 . ופעם מעל השדה  ה  לדרג את המטריצה פעם מעל השד יש 15בשאלה * 
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 :רוג( יו את מערכות המשוואות בשיטת גאוס )כלומר, על ידי דרפת 27-16בשאלות 

16) 
2 3 8

5 4 3

x y

x y

+ =

− = −
 17) 

4 8 20

3 6 15

x y

x y

+ =

+ =
 

18) 
8 4 10

6 3 1

x y

x y

− =

− + =
 19) 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 5

3 2 2 5

10 6 2 32

x x x

x x x

x x x

− − =

− + =

− − =

 

20) 
2 3 11

2 3 5

3 2

x y z

x y z

x y z

+ + = −

+ − = −

+ − =

 21) 
2 3 3

4 6 16 8

3 2 17 1

x y z

x y z

x y z

+ + =

+ + =

+ + =

 

22) 
3 2

2 1

2

x y

x y

x y

+ =

+ = −

− = −

 23) 
4 7 0

8 14 2

16 28 4

x y

x y

x y

− =

− =

− + =

 

24) 
3 2 1

9 6 3

6 4 2

x y

x y

x y

− =

− + = −

− =

 25) 
2 3 2 2

2 5 8 6 5

6 8 10 4 8

x y z t

x y z t

x y z t

+ − + =

+ − + =

+ − + =

 

26) 
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 4 13 3

3 2 5 2

2 2 3 4 0

x x x x

x x x x

x x x x

+ + − =

− + + =

+ + − =

 27) 

2 2 2

3 2 5

2 5 3 4

2 8 12 0

x y z

x y z

x y z

x y z

+ + =

− − =

− + = −

+ + =

 

 

: F השדהמעל  ,ו את מערכת המשוואות הבאה בשיטת גאוסרפת (28

1 2 3

1 2 3

1 2 3

(1 ) 1 4

(1 ) 2

( 1 3 ) (3 ) (2 4 ) 5

z iz i z i

iz z i z i

i z i z i z i

+ + − = +

+ + + = +

− + + − + + = −

 

 F= . א

 F= .ב
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 תשובות סופיות 

 שקולות. ד -ב ו-ג שקולות, ו-א ו (1

א.  (2

1 10 11

2 0 2

1 1 3

 
 
 
 
 

ב.   

1 4 1 7

1 1 0 1

1 1 1 5

− − 
 

− −
 
 
 

ג.  
2 1 1 3

1 0 1 0

 
 

− 
 

ד.  

1 0 0 0 3

2 1 0 0 4

0 0 1 1 8

 
 
 
 
 

 

3) 

9 2 6 8

3 5 1 0

4 2 8 2

 
 

− 
 
 

 4) 

4 1 0 2

0 3 1 1

0 0 1 5

 
 

− 
 
 

 5) 

0 0 4 4

0 5 4 2

1 4 5 1

− 
 

− 
 − − 

 

א.  (6
1 1 22R R R→ ב.   +

2 2 14R R R→ ג.  −
2 2 12 4R R R→ + 

7) 

1 2 3 2 4 1

0 1 2 3 2 2

0 0 0 1 2 3

− − 
 

− −
 
 
 

-ו 

1 0 1 0 24 21

0 1 2 0 8 7

0 0 0 1 2 3

 
 

− − −
 
 
 

 

8) 

1 2 1 2 1

0 0 3 6 1

0 0 0 0 0

− 
 

−
 
 
 

  

9) 

1 2 1 3

0 1 2 2

0 0 3 4

− 
 
 
 
 

-ו 

17
3

2
3

4
3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
 

− 
 
 

 

10) 

1 3 1 2

0 11 5 3

0 0 0 0

0 0 0 0

− 
 

−
 
 
 
 

  

11) 

1 2 1 3 5

0 1 1 5 4

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

 
 

− −
 
 
 
 

-ו  

1 0 1 0 0

0 1 1 0 1

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

− 
 
 
 
 
 

  

12) 

0 0 1 1 1 1

0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0

 
 
 
 
 
 
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13) 

1 2 1 3 5

0 1 1 5 4

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

 
 

− − 
 
 
 
 
 

-ו 

1 0 1 0 0

0 1 1 0 1

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

− 
 
 
 
 
 
 
 

  

14) 

1 3 2 2 3

0 1 1 2 1

0 0 2 0 2

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

− 
 

− − 
 −
 
 
 
  
 

 

15) 

1 1 1 1

1 2 , 0 0

0 0 0 0

F F

i i

i i

+ +   
   
+   

   
   

= =

 

16) ( ), (1, 2)x y = 17) ( ), (5 2 , )x y t t= − 18)  

19)  20) ( ) ( )1 2 3, , 1, 3, 2x x x = − −  

21) ( ) ( ), , 1 7 , 2 2 ,x y z t t t= − − + 22) ( ), ( 1,1)x y = − 

23)  24) ( )
1 2

, ,
3

t
x y t

+ 
=  
 

  

25) ( ) ( ), , , 2 ,1 2 2 , ,x y z t a b a b a b= − + + − 26)  

27) ( ) ( ), , 2,1, 1x y z = −  

א.  (28
1 2 3( , , ) (2,3, 1)

F
z z z

=
= ב .   −

1 2 3( , , ) (( 1 ) 1 ,3, )
F

z z z i t i t
=
= − + + + 
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 חקירת מערכת משוואות לינאריות )עם פרמטר(

 שאלות

 : )אם יש כאלה( יש למערכות kלאילו ערכי   ומצא  1-6בשאלות 
 . . אינסוף פתרונות3. אף פתרון.     2. פתרון יחיד.     1

1) 2 2

1

5 7 ( 3) 1

3 ( 3) 3

x y z

x y k z k

x y k z

− + =

− + + = +

− + + =

 2) 

1

1

1

x ky z

x y kz

kx y z

+ + =

+ + =

+ + =

 

3) 

2 0

3 2

9 5 2

x ky z

x y kz

x ky z

+ + =

+ + =

+ + = −

 4) 

2

2 0

2 0

5 (1 ) 1

x y z

x y z

x k y k z

− + =

+ − =

+ − + =

 

5) 

2

1

( 2) 2

( 1) 9

kx y

k x ky

k z

− =

− + = −

− =

 6) 

3 2

4

3 (2 ) 0

x ky z

kx y z

x y k z

+ + =

− + =

+ + + =

 

 

 )אם יש כאלה( יש למערכות:  kלאילו ערכי   ומצא  7-9בשאלות 
 . אינסוף פתרונות. 3  . אף פתרון. 2  . פתרון יחיד. 1

7) 
2

2

2 3

( 3) 2 5

6 3 7 2

x ky

k x y k

x ky k

+ =

+ + = +

+ = +

 8) 
2

2 3 1

4 ( 5 ) 2

x y z

x k k y z k

− + =

+ − + =
 

9) 

3 4 2

2 1

8 3

2 6 2 0.5 1

x y z

kx y z

x y z k

x y z k

+ − =

− + = −

+ − =

+ − = +

  

 

 )אם יש כאלה( יש למערכות: bושל   aלאילו ערכים של    ומצא  10-12בשאלות 
 . פתרונות. אינסוף  3. אף פתרון.     2. פתרון יחיד.     1

10) 
2 4

7 10 16 7

2 3 1

x y z b

x y z

x ay z

+ − =

− + =

− + =

 11) 

2 4 1

2 4 4

2 4 0

2 6 2

x y az

x y z

x y z

x y z b

+ + = −

+ + = −

+ − =

+ + = −

 12) 
1

3 2 1

x y z t

ax y z t b

x y at a

+ − + =

+ + + =

+ + = +
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  נתונה מערכת המשוואות: (13

1

2 2

3

x az

y z

bx cy dz

+ =

+ =

+ + =

 

,תנאי עבור   ומצא .א , ,a b c d, .כך שלמערכת יהיה פתרון יחיד 

,תנאי עבור   ומצא .ב ,b c d,   כך שלכלa,  .למערכת יהיו אינסוף פתרונות 
 

2נתונה המערכת:     (14 2

1

3 7 ( 1) 1

4 6 ( 2) 4

x y z

x y k z k

x y k z

+ − =


− + + = −
 − + + =

. 

 את המטריצה המתאימה למערכת המשוואות.  מורש .א

 את הצורה המדורגת של המטריצה מסעיף א.מו רש .ב

 יש למערכת:   kלאילו ערכי   ומצא .ג
 . אינסוף פתרונות. 3  . אף פתרון. 2  . פתרון יחיד. 1

 את הפתרון הכללי במקרה בו יש אינסוף פתרונות.  מורש .ד

0zיש למערכת פתרון שבו   kלאילו ערכי   ומצא .ה =. 

0zיש למערכת פתרון יחיד שבו   kלאילו ערכי   ומצא .ו =. 

,1)פתרון של המשוואה השלישית הוא   kעבור איזה ערך של  ומצא .ז 2,3) .
 . ור יהאם ייתכן שהפתרון הנ"ל הוא גם פתרון של כל המערכת? הסב 

 הוא הפתרון היחיד של המערכת.  k ,(1,0,0)ך של  לאיזה ער ומצא .ח

 

  מישורים:  3נתונות המשוואות של  (15

3 3

2 1

1

x my

mx y mz

x mz

+ =


+ − =
− + = −

. 

 שלושת המישורים:   m  עבור אילו ערכים של הקבוע וג מצא -בסעיפים א 
 נפגשים בנקודה אחת )מצא נקודה זו(.  .א
 לא נפגשים באף נקודה.  .ב
 משותפות )מצא נקודות אילו(.בעלי אינסוף נקודות  .ג
 המישורים מתלכדים או מקבילים?   3עבורו  mהאם קיים ערך של   .ד
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 תשובות סופיות 

1) 1 .1, 2k k  − 2  .1k = 3 .2k = − 

2) 1 .1, 2k k  − 2  .2k = − 3  .1k = 

3) 1 .4
71,k k −    2  .4

7k =   3  .1k = − 

4) 1 .1, 0.4k k  − 2  .1, 0.4k k= = − 

5) 1 .1, 2k k   −   2  .1, 2k k=  = − 

6) 1 .1, 3, 2k k k −  −    3  .1, 3, 2k k k= − = − =  

7) 1 .1k = − 2  .1k   3  .1k =  

8) 2 .3k =    3 .3k  

9) 1 .1k    2 .1k = 

10) 1 .2a  2 .2, 3a b=  − 3 .2, 3a b= = − 

11) 2 .2.5b    6אוa  −.  3 .6, 2.5a b= − = 

12) 2 .2, 2a b=    3 .2, 2a b= 2aאו   = . 

2abא. (13 c d+   .0 ב, 1.5, 3b c d= = = 

2א.  (14 2

1 1 1 1

3 7 1 1

4 6 2 4

k k

k

− 
 

− + −
 
 − + 

2ב.     2

2 2

1 1 1 1

0 10 4 4

0 0 2 4

k k

k k k

− 
 

− + −
 
 − + + − 

  

2.  1ג.  , 1k k  −  .2  .1k = −  3  .2k )ד.  = ) ( ), , 1 0.2 ,0.8 ,x y z t t t= + 

2kה.    =             .2וk = 2kז.            − 2k, לא.          ח.   = = − 

,0א.  (15 2,3m  2,3mב.  − = 0mג.  −  לא. ד.  =

1
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 תפתרון וחקירת מערכת הומוגנית של משוואות לינאריו

 שאלות 

את המערכת   פתרו (1

2

2 6

4 2 5 12

x y z

x y z

x y z

− + =


+ + =
 − + =

. 

 . של המערכת ההומוגנית המתאימה  את הפתרון קבעו ,על סמך הפתרון
 

את המערכת   פתרו (2

2

2 6

4

x y z

x y z

x y z

− + =


+ + =
 + + =

. 

 . המערכת ההומוגנית המתאימה של  את הפתרון קבעו ,על סמך הפתרון
 

: נתונה המערכת (3

1

2

2 3

x y

x y z k

x my z

− =

− + − =
 + + =

. 

 אינסוף פתרונות.   עבורם למערכת ההומוגנית המתאימה, mאת ערכי    מצאו . א

 פתרון. עבורם למערכת, k  את ערכי  מצאו ,א- ב נמצאש  mעבור ערך   .ב

m,י  עבור ערכ . ג k  הכללי את הפתרון מצאו ,בסעיפים הקודמים נמצאוש 
 מערכת את הפתרון הכללי של ה קבעוו  ,הנתונה המערכת של 

 ההומוגנית המתאימה. 

 

)נתון שהחמישייה  (4 )4 2 4, , 2, ,t s t s t s− + − מהווה פתרון כללי של מערכת  +

 מבין הטענות הבאות נכונות:  אילו  קבעו ליניארית נתונה.

 המערכת הנתונה היא מערכת הומוגנית.  . א

)החמישייה  .ב  היא פתרון פרטי של המערכת הנתונה. , 4,0,2,0,0(

)החמישייה  . ג )4,0,  היא פתרון של המערכת הנתונה. , 2,1,1

)ממשי, החמישייה  aלכל  .ד )4 ,0, 2 ,0,0a a .אינה פתרון של המערכת הנתונה 

)החמישייה  .ה )4 2 , ,0, ,t s t s t s− −  היא פתרון כללי של המערכת , +

 המתאימה.  ההומוגנית

)החמישייה  .ו )0,1,0,1,  היא פתרון פרטי של המערכת ההומוגנית המתאימה.  , 2

 . 2מספר המשוואות לאחר דירוג הוא  ,במערכת הנתונה .ז
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 נתונה המערכת ההומוגנית (5

3 0

2 0

0

x my

mx y mz

x mz

+ =


+ − =
− + =

. 

 אוסף הפתרונות של המערכת.  W יהי
 הוא:  W )אם בכלל( m עבור אילו ערכים של הקבוע

 נקודה זו(. ונקודה )מצא  . א
 ישר זה(. וישר )מצא .ב
 מישור זה(. ומישור )מצא . ג

 

נתונה המטריצה  (6

1 2 3 4

2

4

3

a b c
A

d e f

g h i

 
 
 =
 
 
− 

. 

 .Aאת הצורה המדורגת של  A'- נסמן ב
ל ההומוגנית המתאימה יש יותר משתנים חופשיים ממשתנים מ"ידוע כי במ

 תלויים. 
 .Aמצאו את  
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 תשובות סופיות 

)פתרון כללי של המערכת  (1 )3 1
2 24 , 2,t t t− − +. 

)וא פתרון כללי של המערכת ההומוגנית המתאימה ה )3 1
2 2, ,t t t− −. 

)  למערכת פתרון יחיד (2 , , ) (1,1, 2)x y z =. 

)  למערכת ההומוגנית המתאימה פתרון יחיד )0,0,0. 

3mא.  (3 = 2k  ב. − = )פתרון כללי של המערכת ג.  . − , , ) ( , 1, )x y z t t t= −. 

)וא פתרון כללי של המערכת ההומוגנית המתאימה ה , , )t t t. 

 הטענה לא נכונה.ג.  הטענה נכונה.ב.  הטענה לא נכונה.א.  (4
 הטענה לא נכונה.ו.  הטענה נכונה.ה.  הטענה לא נכונה.ד. 
 הטענה לא נכונה.ז. 

,0א.  (5 2,3m  ). הנקודה היא − , , ) (0,0,0)x y z =. 

0mב. אם  x(0,0,1)נקבל ישר   = t= 2. אםm=  2)נקבל ישר, 1,1)x t= −, 

3mאם      ,3)נקבל ישר   = 3,1)x t= −. 
 עבורם נקבל מישור. mאין ערכים של ג. 

6) 

1 2 3 4

2 4 6 8

4 8 12 16

3 6 9 12

A

 
 
 =
 
 
− − − − 
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 ת שימושים של מערכת משוואות לינאריו

 שאלות

 רשת זרימה המתארת את זרם התנועה )במכוניות לדקה(   שלהלןבאיור  (1
 של מספר רחובות בתל אביב. 

 את תבנית הזרימה הכללית של הרשת.  ומצא .א

 , את תבנית הזרימה הכללית של הרשת ומצא .ב
ידוע שהכביש שהזרם שלו   אם

4x  .סגור 

 

מהו הערך המינימלי של   .ג
1x, אם ידוע ש -

4 0x =? 

 
 

 

 הוף וחוק אוהם(:כ )חוקי קיר את הזרמים במעגלים החשמליים ומצא  3-2בשאלות 

2)  

 

3)  

 

 

 שאלות נוספות הנוגעות בנושא מערכת משוואות לינאריות. ו)דטרמיננטות( תמצא 3* בפרק 
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 תשובות סופיות 

א.  (1
3x ו-  

5x   .חופשיים
1 3 5100x x x= + −  ,

2 3 5100x x x= − +  ,
4 560x x= − . 

ב. 
3x  .חופשי

1 340x x= +  ,
2 3160x x= −  ,

4 0x = ,
5 60x  . 40ג.   .=

1א.  (2 2 3

255 97 158
, ,

317 317 317
I I I= = = 

3) 1 2 3

5 7 6
, ,

22 22 11
I I I= − = = 

1
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מבוא מתמטי לפיסיקאים 2 (ממפיס 2)
פרק 11 - מטריצות

תוכן העניינים

1. מטריצות י 96

2. מטריצות סימטריות ומטריצות אנטי-סימטריות י 101

3. המטריצה ההופכית י 102

4. דרגה של מטריצה י 109

5. בחזרה למערכת משוואות ליניארית י 113

6. מטריצה אלמנטרית י 120

7. פירוק LU י 122

8. שיטת הריבועים הפחותים - רגרסיה לינארית י 123
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 מטריצות 

 שאלות 

4נתונות המטריצות הבאות:   (1 6 4 6 6 2 4 2 6 4, , , ,A B C D E    . 

 אילו מבין המטריצות הבאות מוגדרות.  וקבע
 את סדר המטריצה: מובמידה והמטריצה מוגדרת, רש

 

,את    ומצא (2 ,x y z:אם ידוע כי , 
2 3 2 2 2 5

2 5 2 8 4 3 12

x y x y z z

x y x y z z

+ − − +   
=   

− + − − −   
. 

 
נתונות המטריצות הבאות:  3-8בשאלות 

 

2 3

4 0 1 4 2
4 1 1 4 2

1 2 , , , 1 0 1 ,
0 2 4 1 5

1 1 4 2 10

4 1 1 1 0 0
1 0

1 0 1 , , 0 1 0
0 1

4 1 1 0 0 1

A B C D

E I I

   
      

= = = = −      −      −   

   
    

= − = =    
    −   

 

 )במידה וניתן(:  וחשב

E . א  (3 D+ 3 .בE D I− + 

32 .ד 5C . ג  4D EI+ 

4)  ( )22 2tr D E−  

4 . א  (5 TC A+ ב. 
1 1

2 4

TA C+ 

6)  2I BC  

7)  ( )Ttr C C  

8)  DABC  

 

A . א B+ ב. AB ג . AC D− ד. AE B− 

B .ה AB+ ו. ( )E B A+ ז. ( )TE A D+ ח. TE B 

) . ט )E AC י. ( )E B A−   
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 .n ריבועית מסדרמטריצה  A  נתון כי (9
)נתון כי   )( ) 0A I A I− + = . 

Aהוכיחו או הפריכו:  I=   אוA I=− . 

 

2את כל המטריצות  נואפיי (10 2A   2שמקימות 4A I= −. 

 

טבעי מתקיים   nכי לכל  וחיהוכ (11
2 0 2 0

1 1 1 2 1

n n

n

  
=   

− −   
. 

 הערה: תרגיל זה מיועד רק למי שנדרש לדעת הוכחות באינדוקציה. 

 

ABיקראו מתחלפות אם  B-ו Aשתי מטריצות  (12 BA=. 
 הוכיחו או הפריכו על ידי דוגמה נגדית: 

מתחלפות עם המטריצה   B-ו Aאם המטריצות  . א
0 1

1 0

 
 
 

אז המטריצות  ,

A ו-B  .מתחלפות 

מתחלפת עם המטריצה  A אם המטריצה .ב
0 1

1 0

− 
 
 

TAאז  , A= −. 

 

 .nמטריצה ריבועית מסדר  Aתהי  (13

0TAAנתון כי    .=0A. הוכיחו כי  =

 מרוכבים? Aהאם הטענה נשארת נכונה אם איברי  
 אם כן, הוכיחו. אם לא, הביאו דוגמה נגדית. 

 

ABמטריצות ריבועיות המקיימות  B-ו A יהיו (14 BA= .)מטריצות מתחלפות( 

kטבעי מתקיים   k הוכיחו כי לכל . א kAB B A=. 

)טבעי מתקיים   kהוכיחו כי לכל  .ב )
k k kAB A B=. 

 

לפי נוסחת הבינום של ניוטון  (15
1

( )
n

n n k k

k

n
A B A B

k

−

=

 
+ =  

 
,   כאשר

, , ,A B n k . 

מטריצות ריבועיות  B-ו A האם נוסחת הבינום נשארת נכונה גם אם . א
 ?מסדר 

על מנת שנוסחת הבינום  ,B-ו A תנאי מספיק על המטריצות  ומצא .ב
 תהיה נכונה עבורן.

)את הפיתוח של    ומצא . ג )nA I+  ו- ( )nA I−, כאשר  A ו -I  ריבועיות מסדר

. 
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 את המונח מטריצה נילפוטנטית.  ימווהדג ורי. הגדא (16
 מטריצות מתחלפות ונילפוטנטיות. B-ו  A-נניח ש. ב

A-ו ABשגם המטריצות  וחיהוכ      B+  .נילפוטנטיות 

 

nתהי  (17 nA   :מטריצה שהאיברים שלה נתונים על ידי min ,ija i j=. 

תהי 
n nB 

מטריצה שהאיברים שלה נתונים על ידי:    
1 1

0
ij

i j n
b

else

+ = +
= 


. 

 בצורה מפורשת. B-ו A כתבו את המטריצות . א

Cמקיימת    Cהמטריצה   .ב A B= . 

1לכל  ijcומצאו נוסחה עבור   C חשבו את ,i j n . 

 

, כך שיתקיים Aמצאו מטריצה ממשית  (18
0 1 0 1

1 0 1 0

T

TA A A A
    

− = −    
− −    

. 
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 תשובות סופיות 

4א.  (1 6   .4ג.   לא.ב 2  .6ו.  לא. ה.   לא.ד 6  
6ז.  2   .6ט.   לא ח 4  .6י 6 

2) ( ) ( ), , 2,1, 1x y z = − 

א.  (3

5 5 3

0 0 0

8 3 9

 
 
 
 
 

ב.    

4 3 1

2 1 2

0 1 10

− − 
 
− 
 − − 

ג.   
5 20 10

20 5 25

 
 
 

 

ד.  

18 12 8

2 0 2

24 8 16

 
 
−
 
 
 

 

4) 230 

א.  (5

8 16

17 6

7 21

 
 
 
 
 

ב.    
2.25 1.5 0

1 1.25 1.75

 
 
 

 

6) 
8 17 13

8 2 10

 
 
− − − 

 

7) 63 

8) 

32 82 22

48 87 75

48 108 36

− − 
 
 
 − − 

 

 שאלת הוכחה. (9

10) 

2 4a
a

A c

c a

 +
− =

 
 − 

 

 שאלת הוכחה. (11
 שאלת הוכחה. (12
 שאלת הוכחה. (13
 שאלת הוכחה. (14
 הוכחה.א+ב. שאלת  (15

ג. 

1 2 1

1 2 1 1

( ) ...
0 1 2 1

( ) ... ( 1) ( 1)
0 1 2 1

n n n n

n n n n n n

n n n n n
A I A A A A I

n n

n n n n n
A I A A A A I

n n

− −

− − +

         
+ = + + + + +         

−         

         
− = − + − + − + −         

−         

  

 שאלת הוכחה. (16

1

פרק 11מטריצות

99

99



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  ©גיא סלומון  –כתב ופתר  
 

א.  (17

1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1

1 2 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0

1 2 3 3 3 3 0 0 0 0 1 0 0

1 2 3 4 4 4 0 0 0 1 0 0 0

1 2 3 4 5 5 0 0 1 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

1 2 3 4 5 1 0 0 0 0 0 0

A B

n

   
   
   
   
   

= =   
   
   
   
   
   

 

ב.   

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 1

3 3 3 3 2 1

min , 14 4 4 3 2 1

5 5 4 3 2 1

5 4 3 2 1

ijC c i n j

n

 
 
 
 
 

= = + − 
 
 
 
 
 

 

18) 
1 1

1 1
A

− 
=  
 

 

1
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 סימטריות -מטריצות סימטריות ומטריצות אנטי

 שאלות 

TAתיקרא סימטרית אם  Aמטריצה ריבועית  A=, סימטרית אם - ואנטיTA A= − . 

 מטריצה ריבועית.  A-ידוע ש (1
 :)אחד או יותר( מי מבין הבאים נכון

1. TAA  .סימטרית 

2. TA A+  .סימטרית 

3. TA A− סימטרית.- אנטי 

 

 סימטריות מאותו סדר.- אנטי B-ו A-ידוע ש (2
 מי מבין הבאים נכון:

1. BABABA סימטרית.- אנטי 

2. 2 2A B−  .סימטרית 

3. 2A B+  .סימטרית 

 

ABסימטריות מאותו סדר ונתון כי   B-ו A-ידוע ש (3 BA= − . 
 מי מבין הבאים נכון:

1. 3AB סימטרית- אנטי. 

2. 2AB  .סימטרית 

3. 2( )A B−  .סימטרית 

 

ABאנטי סימטרית מאותו סדר ונתון כי   B- סימטרית וA-ידוע ש (4 BA=. 
 :וחיהוכ

1. AB סימטרית.- אנטי 

2. AB B+ סימטרית.- אנטי 

 

,נתון:  (5 ,A B AB .סימטריות מאותו סדר 

4כי   וחיהוכ 4 4 4A B B A=. 
 

 תשובות סופיות 

1) 1,2,3 
2) 2 
3) 1,2,3 
 הוכחה.שאלת  (4
 הוכחה.שאלת  (5

1
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 המטריצה ההופכית 

 שאלות 

 את ההפוכה של כל מטריצה.  ומצא 9-1בשאלות 
 על ידי כפל מטריצות מתאים. ותאת התשוב ובדק

1) 
1 2

3 4

 
 
 

 2) 
5 2

7 3

 
 
 

 3) 
4 1.5

2 1

 
 
 

 

4) 

1 0 2

4 1 8

2 1 3

 
 

−
 
 
 

 5) 

2 1 1

0 2 1

5 2 3

 
 

−
 
 
 

 6) 

2 1 1

3 2 2

5 3 4

− 
 

− 
 − 

 

7) 

1 0 0 0

1 2 0 0

1 2 3 0

1 2 3 4

 
 
 
 
 
 

 8) 

1 4 2 4

1 2 1 0

0 1 1 1

1 3 1 2

 
 

−
 
 
 

− − 

 9) 

1 1 0 1

4 2 2 3

2 1 2 1

4 0 2 2

 
 
 
 − −
 

− 

 

 

2המטריצה  kעבור אילו ערכים של הקבוע  (10

1 1 1

5 7 3

3 1 3

k

k

− 
 

− +
 
 − + 

 ? הפיכה 

 

 המטריצה kעבור אילו ערכים של הקבוע  (11

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

k

k

k

k

k

 
 
 
 
 
 
 
 

 ?הפיכה איננה 

 

 :X  את צווחל ,nהן הפיכות מסדר  21-41בשאלות  שהמטריצות וחיהנ

AXC . א  (12 D= 1 .ב 1A XC A DC− 1 . ג =− TP X P A− = 

1 . א  (13 2( )C A X D I− −+ 1 .ב = 1( )A AX X C− −− = 

14)      1T T TABC X BA C AB− =  

 

נתון  (15
1 2

4 9
B

 
=  
 

. 

)אם ידוע כי   ,Xאת  וחשב )
12 2B X B B I
−
= +. 

1
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1נתון  (16

1 0 2

4 1 8

2 1 3

B−

 
 

= −
 
 
 

1TBYBאם ידוע כי   ,Yאת    וחשב . B B−= +. 

 

1נתון  (17
2 3

4 7
A−  

=  
 

. 

) בנוסף כי: אם נתון ,Bאת  וחשב ) ( )
2 2

5 2 7TA B I A A
− −

+ =. 

 
 על הסעיפים הבאים: וענ (18

2המקיימת   מטריצה ריבועית Aנתון:  . א 5 2 0A A I− − =. 

 .I-ו Aבמונחי  −1Aאת   והפיכה ובטא  A  כי וחיהוכ

)המקיימת   מטריצה ריבועית Aנתון:  .ב 3 )( 2 ) 0A I A I− + = . 

 .I-ו Aבמונחי  −1Aאת   והפיכה ובטא  A  כי וחיהוכ

 

3  ן כינתו (19 2( ) 4 20 48p x x x x= − − + ,

1 3 0

3 1 0

2 2 6

A

− 
 

= − 
 − − 

. 

)את  וחשב . א )p A. 

 ,הפיכה A-ש וחיהוכ  ,)ולא בדרך אחרת(סעיף א בעזרת תוצאת  .ב

 בלבד. I-ו Aבעזרת  −1Aאת  וובטא
 

4מטריצה ריבועית המקיימת  A  כי נתון (20 0A =. 

 לא הפיכה.Aכי   וחיהוכ . א

Iכי המטריצה  וחיהוכ .ב A− את ההופכית שלה.  וומצא ,הפיכה 
 

  כי נתון (21
1

1

P AP B

Q BQ C

−

−

 =


=
 . 

1D-כך ש  ,Dכי קיימת מטריצה הפיכה  וחיהוכ AD C− =. 
 

 שכל המטריצות הנתונות ריבועיות, מאותו סדר והפיכות. וחי* הנ
 ניתן לנסח את השאלה כך: ,דמיון מטריצות* לסטודנטים המכירים את המושג *

 .C-דומה ל Aאז   ,C-דומה ל B-ו B-דומה ל A: אם וחיהוכ
 )כלומר יחס הדמיון הוא יחס טרנזיטיבי(

 

 

 . שאלות נוספות הנוגעות למטריצה ההפוכה ו)דטרמיננטות( תמצא 3בפרק  הערה: 

  

1
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A,תהיינה  (22 B  2מטריצות ריבועיות ממשיות מסדרn . 
 כל אחת מהטענות הבאות:  יכואו הפר וחיהוכ

AB . א BA=. 

2אם  .ב

nA AB I−  הפיכה.  Bאז בהכרח  , =

2אם  . ג

nA AB I−  הפיכה.  Aאז בהכרח  , =

)אם  .ד )
100

AB I= ,  אז בהכרח( )
100

BA I= . 

)אם  .ה )
100

0AB )אז בהכרח  , = )
101

0BA =. 

 

A,תהיינה  (23 B   מטריצות מסדרn n  2, עבורןA AB I+ =. 

AB-הוכיחו ש . א BA=. 

2B-אם נתון בנוסף ש .ב BA+  ,היא מטריצת האפס 
 היא מטריצת האפס.  Bהוכיחו שגם 

 
A,תהיינה  (24 B.מטריצות כלשהן 

 את הטענות הבאות:  יכואו הפר וחיהוכ

ABאם  . א I=  1אזB A−=. 

A,היא מטריצה ריבועית, אזי ABאם המכפלה  .ב B.מטריצות ריבועיות 

A,היא מטריצה הפיכה, אזי ABאם המכפלה  . ג B .מטריצות ריבועיות 

 לא הפיכה. ABהמכפלה   .ד

 מטריצה ריבועית. Bמוגדרת, אזי ABמטריצה ריבועית והמכפלה  Aאם  .ה

 

2Aתיקרא אידמפוטנטית אם   Aמטריצה ריבועית  (25 A=. 
 :וחיהוכ

Aלמעט המקרה בו   . א I= .מטריצה אידמפוטנטית היא לא הפיכה , 

יחידה נקבל מטריצה ה אם נחסר מטריצה אידמפוטנטית ממטריצת  .ב
 אידמפוטנטית. 

 ,2מסדר  תמטריצה אידמפוטנטית ריבועי Aאם  . ג
) אז ) 1tr A  מטריצה אלכסונית.   A-או ש =

  nAאידמפוטנטית   A .ד A=,  לכלn  .טבעי 

 

)נתונה  (26 ), , ,

a b c d

b a d c
a b c d M

c d a b

d c b a

 
 
− −

  =
 − −
 
− − 

. 

,מצאו תנאי על הקבועים  , ,a b c d כך ש-M  1תהיה הפיכה ומצאו אתM − 

 מקרה זה.ב

 

1
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נתון כי   (27
11 12 13

21 22 23

31 32 33

A

  

  

  

 
 

=  
 
 

 הפיכה. 

 את מספר הפתרונות של המערכת. לגבי כל אחת מהמערכות הבאות קבע 

 . א
11 12 13

21 22 23

31 32 33

x y

x y

x y

  

  

  

+ =

+ =

+ =

  

 .ב
11 12 13

21 22 23

31 32 33

0

4 1

3 4

x y z w

x y z w

x y z w

  

  

  

+ + + =

+ + − =

+ + + = −

 

 . ג
11 21 31

12 22 32

13 23 33

3

1

1

x y z

x y z

x y z

  

  

  

+ + =

+ + =

+ + =

  

 

A,תהיינה  (28 B   מטריצות מסדרn n. 
 הוכיחו:

2BAאם  . א I A= 2Bוגם  − AB= 0Bאז  ,− =. 

2אם  .ב 2A I=,  אזA I+ ו-A I−  .הפיכות 
 

A,תהיינה  (29 B   מטריצות מסדרn nכך ש ,-( ) 2 31 2B A B= וגם  −

( ) 3 22 3B AB I+ =. 

 .Bבאמצעות   −1B-ו −1Aהפיכות, ובטאו את  B-ו A-הוכיחו ש
 

A,תהיינה  (30 B   מטריצות מסדרn n2-, כך שBA I B+ =. 

 הפיכה. B-הוכיחו ש . א
 סימטרית.  B-ידוע ש .ב

 סימטרית.   A  הוכיחו כי
 

0nA- טבעי כך ש n )כלומר, קיים מטריצה נילפוטנטית Aתהי   (31 =.) 
 לא הפיכה. A  הוכיחו כי . א
Iהוכיחו כי    .ב A− ו-I A+  .הפיכות 

2נגדיר:  . ג 31 1 1 1
... ...

1! 2! 3! !

A ne I A A A A
n

= + + + + + +. 

Aeהוכיחו: אם  I=   0אזA=. 
  

1
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 .n, מסדר B-ו A נות שתי מטריצות,נתו (32
 סמנו את הטענה שנכונה בהכרח: 

 רגת קנונית. יש אותה צורה מדו TA-ול A- ל . א

A,אם  .ב B  מדורגות קנונית, אזA B+  .מדורגת קנונית 

A,אם  . ג B  מדורגות קנונית, אזA B−  .מדורגת קנונית 

בצורה  אפסים, אז גם  שורת  יש Bאם בצורה המדורגת קנונית של  .ד
 . אפסיםשורת  יש ABהמדורגת קנונית של 

 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 
2 1

1.5 0.5

 
 

− 
 2) 

3 2

7 5

− 
 
− 

 3) 
1 1.5

2 4

− 
 
− 

 

4) 

11 2 2

4 1 0

6 1 1

− 
 

− 
 − − 

 5) 

8 1 3

5 1 2

10 1 4

− − 
 
−

 
 − 

  

6) 

2 1 0

2 3 1

1 1 1

− 
 

− 
 − − 

 7) 
1 1
2 2

1 1
3 3

1 1
4 4

1 0 0 0

0 0

0 0

0 0

 
 
− 
 −
 

− 

  

8) 

7 10 20 4

2 3 6 1

3 5 8 2

1 2 3 1

− − 
 
− −
 
 − −
 
− − 

 9) 

7 2 3 1

10 3 5 2

10 3 4 1.5

4 1 2 1

− − 
 
− −
 
 − −
 

− − 

  

10) 1, 2k k  − 11) 1, 4k k= = −  

1 א.  (12 1A DC− ). ג   D.  ב  − )1
T

T TP A P− 

2CDא.  (13 A−    .ב( )
1

1A C A
−

−+ 

14) 1( )T T TBA C B BC− 15) 
5 1

4
2 1

X
− 

=  
− 

 

16) 

22 86 38

64 246 114

60 238 100

Y

 
 

=  
 
 

 17) 
264 4501

448 768245
B

 
=  

 
 

1א.  (18 0.5 2.5A A I− = 1ב.    − 1 1
6 6

A A I− = − 

 א. (19

0 0 0

( ) 0 0 0

0 0 0

f B

 
 

=
 
 
 

1ב.     21 1 5

48 12 12
B B B I− = − + + 

1ב.     הוכחה.שאלת א.  (20 2 3( )I A I A A A−− = + + + 

 הוכחה.שאלת  (21
 הוכחה.שאלת  (22
 הוכחה.שאלת  (23
 הוכחה.שאלת  (24
 הוכחה.שאלת  (25

26) ( )
( )

1

2 2 2 2

1
( , , , ) (0,0,0,0) Ta b c d M M

a b c d

− =
+ + +
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 ג. פתרון יחיד. ב. אינסוף פתרונות.  א. אין פתרון. (27
 שאלת הוכחה. (28
 שאלת הוכחה. (29
 שאלת הוכחה. (30
 שאלת הוכחה. (31
 ד (32

1
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 דרגה של מטריצה

 שאלות

)את המשפט    ואמת (1 ) ( )Trank A rank A=, 

  על המטריצה

1 2 3 4 10

5 6 7 8 14

6 8 10 12 24

3 2 1 0 6

A

 
 
 =
 
 

− 

. 

 

)את המשפט    ואמת (2 )  min ( ), ( )rank AB rank A rank B, 

  עבור

1 2 3 4 1 2 3

5 6 7 8 4 5 6

6 8 10 12 7 8 9

3 2 1 0 1 1 1

A B

   
   
   = =
   
   
   

. 

 

נתונה המטריצה   (3

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 4 1

0 0 0 10

k

k
A

k

k

− 
 

−
 =
 −
 

− 

. 

)את   וחשב )rank A. 

 

1nריבועית מסדר   ה מטריצ Aנתון כי   (4 . 
 : יכואו הפר וח יהוכ 

) .א ) ( )21 1rank A n rank A n= −  = − 

) .ב ) ( )21 1rank A n rank A n= −  = − 

 

A,נתון כי   (5 B   1מטריצות ריבועיות מסדרn . 
 : יכואו הפר וח יהוכ 

)אם  .א ) ( )rank A rank AB=,   אז בהכרחB  .הפיכה 

)- ייתכן ש .ב ) ( ).rank A rank AB 

)אם  .ג ) ( )rank A rank B ,  אז( ) ( ).rank AB rank B 
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נתון   (6

1 2 3 1 2 3

0 0 1 , 0 4 5

0 0 4 0 0 1

A B

−   
   

= − =
   
   
   

. 

)את   וחשב .א ) ( ),rank A rank B . 

)את   וחשב .ב )10 14rank B A. 

 

A,נניח כי   (7 B שתי מטריצות ריבועיות מסדר  n. 

2הוכיחו כי   ( ) ( )
A A

rank rank A rank B
A B

 
 + 

 
. 

 

8תהי   (8 7xA כך ש ,מטריצה -( ) 3rank A =. 

1מטריצות   3כי קיימות   וח יהוכ  2 3, ,A A A,   1שלכל אחת מהן דרגה, 

1- כך ש 2 3A A A A= + +. 

 מטריצות.  3- הראו כי לא ניתן לקבל זאת עם פחות מ

 .kשדרגתה   mxnר  הכלילו את תוצאת התרגיל למטריצה מסד
 

3נתונות שתי מטריצות   (9 5 5 3,A B . 

 את הטענות הבאות: יכו או הפר וח יהוכ 

) .א ) ( )rank AB rank BA= 

) .ב ) ( )rank AB rank BA 

 לא הפיכה. BAהמטריצה  .ג
 

mמטריצה מסדר   Aתהי   (10 n  ותהי ,B   מטריצה מסדרn m. 
 :וח יהוכ 

mAB אם .א I=   אז( ) ( )rank A rank B m= =. 

nBA אם .ב I=   אז( ) ( )rank A rank B n= =. 

mAB אם .ג I=  וגםnBA I= בהכרח אז  m n=. 

Tלא ריבועית אז לא ייתכן שגם    A אם .ד

mAA I=  וגםT

nA A I=. 

 
1נתונים   Fבשדה   (11 2, ,..., ma a a ,1- ו איברים, שלא כולם אפס 2, ,..., nb b b   ,איברים

 שלא כולם אפס.

)קבעו מהי דרגתה של המטריצה   )1
1

i mij
j n

M m  
 

ij, כאשר  = i jm a b=. 
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1תהי   (12 ,( )ij i j nA a  =   :2מטריצה שהאיברים שלה נתונים על ידי 2

ij i ja b b= −, 

כאשר  
1 2, ,..., nb b b  3  -מספרים ממשיים שונים וn . 

 שהמטריצה לא הפיכה.  וח יהוכ  .א
2n- נכונה אם נשנה את הנתון ל  תישארהאם הטענה  .ב ? 

 . יכואו הפר וח יהוכ 
 

A,תהיינה   (13 B   מסדר  מטריצות מעל ,m n  כך שלכל ,nx  ,0x , 

Axמתקיים   Bx. 

Aמה הדרגה של המטריצה  B−? 
 

A,תהיינה   (14 B  מטריצות מסדרn n. 

)נתון שכל פתרון של המערכת   .א ) 0AB x , הוא פתרון של המערכת  =

0Ax =. 

 .Aשווה לדרגה של   ABהוכיחו שהדרגה של  

)אז   ,הפיכה A  הוכיחו: אם .ב ) ( )AB A =. 

)הוכיחו שאם   .ג ) ( )AB A , ז  אA  .לא הפיכה 

 
nמטריצה מסדר   Aתהי   (15 n. 

)הוכיחו כי   .א ) ( )2P A P A. 

)נתון כי   .ב ) ( )2A A . 

0Av- , כך שnvהוכיחו שקיים     2וגם 0A v =. 
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 תשובות סופיות 

 הוכחה. שאלת  (1
 הוכחה. שאלת  (2
1kאם  (3 )אז   ,= ) 2rank A ,4אם . = 10k k= )אז  ,= ) 3rank A =. 

1,4,10kאם     ( ) 4rank A =. 

 ב. הטענה נכונה.  א. הטענה אינה נכונה.  (4
 . ב. הטענה אינה נכונה  נכונה. א. הטענה אינה   (5

 .ג. הטענה אינה נכונה

)א.  (6 ) 3rank B = ,( ) 2rank A ) ב.  .= )10 14 2rank B A = 

 הוכחה. שאלת  (7
 הוכחה. שאלת  (8
 הוכחה. שאלת  (9

 הוכחה. שאלת  (10
11) 1 
 הוכחה. שאלת  (12

13) n 
 הוכחה. שאלת  (14
 הוכחה. שאלת  (15

1
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 בחזרה למערכת משוואות ליניארית

 שאלות 

המבטאות את מערכת המשוואות  ,b-ו A ,xמטריצות   מצאו סעיפים הבאיםב (1

Axהנתונה ע"י המשוואה היחידה   b= : 

 . א

2 3

2 4 5

6 4 2

x y z

x y z

x y z

+ − =

+ − =

+ + =

 .ב 

2 3 1

4 2 4

1

4 2 10

x y z t

x y z

y z t

x z y

− + + =

+ + =

+ + =

− − =

 

 

נתון כי   2-6בשאלות 

4 2 4 1

1 1 1 2

1 6 3 3

x

A x y b

z

−     
     

= − = =
     
     −     

. 

 כמערכת משוואות לינאריות: בשאלות אלה כל אחת מהמשוואות  ובטא

2) Ax b= 3) 4Ax x b= + 4) Ax kx b= − + 

5) Ax x= 6) 2 3TA x x b= +  

 

  את מערכת המשוואות פתרו (7

2 3

3 2 2 5

5 3 4 11

x y z

x y z

x y z

− + =

− + =

− + =

, 

 .בעזרת המטריצה ההפוכה

 

  את מערכת המשוואות פתרו (8

4 2 4 1

2 0

1

3 2 0

x y z t

x y z

y z t

x y z t

+ + + =

+ − =

+ + =

+ − − =

, 

 .הבעזרת המטריצה ההפוכ

 
 ים:למערכת משוואות מסוימת יש את שני הפתרונות הבא (9

( , , ) (2, 8,4) , ( , , ) ( 1,4, 2)x y z x y z= − = − −. 
 שהמערכת חייבת להיות הומוגנית.  הוכיחו
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 ם: למערכת משוואות לא הומוגנית יש את שני הפתרונות הבאי (10

( , , ) (2,3,4) , ( , , ) ( 1,4, 2)x y z x y z= = − −. 
 פתרון לא טריוויאלי כלשהו של המערכת ההומוגנית המתאימה.  מצאו

 

2נתונה המערכת  (11 2

1

3 7 ( 1) 1

4 6 ( 2) 4

x y z

x y k z k

x y k z

+ − =


− + + = −
 − + + =

. 

 : למערכת , k עבור אילו ערכים של הקבוע מצאו
 פתרונות.פתרון יחיד.     ב. אין פתרון.     ג. אינסוף  א.
 
 במושג 'דרגה של מטריצה'.  ןבפתרוהשתמשו  * 
 

נתון  (12

1 1 2 3 1

2 0 1 2 2
,

5 8 4 2 0

0 5 3

A b

k m

   
   
   = =
   
   

−   

 . 

)ידוע כי   ) 3rank A Axידוע כי למערכת ו ,= b= .יש פתרון 

k,מצאו את הקבועים  m. 
 

 המקיימת את התכונה הבאה:  ,Aנתונה מטריצה ריבועית  (13
 .0שווה   A סכום האיברים בכל שורה של המטריצה

 הפיכה. לא מטריצה  A-ש הוכיחו
 

 המקיימת את התכונה הבאה:  ,Aנתונה מטריצה ריבועית הפיכה  (14
 .kשווה   Aמטריצה הסכום האיברים בכל שורה של 

 שסכום האיברים בכל שורה של המטריצה הוא קבוע. הוכיחו
 .k קבוע זה בעזרת ובטא

 

 מקיימת A  מטריצה (15

1 2 3

4 5 6 0

7 8 9

A

 
 

=
 
 
 

. 

הוכיחו כי הווקטור 

6

15

24

 
 
 
 
 

0Axההומוגנית הוא פתרון של המערכת   =. 
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A,יהיו  (16 B  מטריצות ממשיות מסדרn n. 
 האם היא נכונה או לא.  ועבור כל אחת מהטענות הבאות קבע 

)אם למערכת  . א ) 0AB x  קיימים שני פתרונות שונים, =

 לא הפיכה. Aאז בהכרח  

)למערכת  0-אם קיים פתרון שונה מ .ב ) 0AB x =, 

)אז למערכת   ) 0BA x  . 0-קיים פתרון שונה מ =

0Axאם למערכת  . ג 2-קיים פתרון יחיד, אז ייתכן ש = 0A =. 

)אם למערכת   .ד ) 0tA A x  לא הפיכה. Aקיים פתרון יחיד, אז  =

)למערכת ההומוגנית  0-אם קיים פתרון שונה מ .ה ) 0AB x =, 

0Axאז למערכת ההומוגנית   . 0-קיים פתרון שונה מ =
 

): נתונה מערכת משוואות מעל   (17 )0d Ax d =. 

)המקיימת   ,4 מטריצה ריבועית מסדר Aנתון כי   ) 2rank A =. 
הנתונה:  וקטורים הבאים פותרים את המערכתוידוע כי ה

1 2 1 2 1 2( , ,6,7), ( , ,1,2), ( , ,4,3)u x x v y y w z z= = =. 

 : הנתונה מי מבין הבאים הוא הפתרון הכללי של המערכת 

x . א au bv cw= + + 

) .ב 1)x a b u av bw= + + − − 

x . ג au bv w= + + 

) .ד ) ( ) ( )x a b u b c v c a w= − + − + − 

) .ה ) ( )x a b u av bw u= + − + ,  כאשר ,+ ,a b c. 
 

 בחלקו האחרון של פתרון תרגיל זה נדרש הידע הבא מהפרק מרחבים וקטורים: הערה:       

0Axבהינתן מערכת הומוגנית          = : 

 הפתרונות של המערכת נקרא מרחב הפתרונות של המערכת.אוסף כל . 1        

 . מספר המשתנים החופשיים במערכת לאחר דירוג נקרא המימד של מרחב הפתרונות. 2        

 מומלץ לחזור לתרגיל זה אחרי שתעברו על הפרק מרחבים וקטורים. ,בכל אופן        

 

mנתונה מערכת  (18 nA x b  =. 

 :הוכיחו או הפריכו

) uוגם  uאם  . א )1   .פתרונות של המערכת אז המערכת הומוגנית 

uוגם  v-ו uאם  .ב v +( ), 0    פתרונות של המערכת אז היא

 הומוגנית. 
,1)אם הווקטורים   . ג 2,..., ), ( ,..., 2,1)n n   פותרים את המערכת והווקטור

( 1,..., 1)n n+  אז המערכת לא הומוגנית.   ,לא פותר את המערכת +
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0Axמטריצה כך שלמערכת  Aתהי  (19  פתרון יחיד. =
 :הוכיחו או הפריכו

 הפיכה. A . א

 פתרון יחיד.  TAלמערכת ההומוגנית עם מטריצת מקדמים   .ב
 פתרון יחיד. Aלכל מערכת לא הומוגנית עם מטריצת מקדמים  . ג

 

תהי  (20
m nA 

m-מטריצה ממשית כך ש  n. 

 :הוכיחו או הפריכו
0Axממד מרחב הפתרונות של המערכת   . א nהוא   = m−. 

)למערכת   .ב ) 0TA A x  יש אינסוף פתרונות. =

)ייתכן מצב בו למערכת  . ג ) 0TA A x  יש פתרון יחיד. =

)ייתכן מצב בו למערכת  .ד ) 0TAA x  יש פתרון יחיד. =

 
0B, כך שלכל מטריצה ריבועית nמטריצה ריבועית מסדר  Aתהי  (21   מסדרn ,

0ABמתקיים  . 
)-הוכיחו ש )rank A n=. 

 
mמטריצה ממשית מסדר  Aתהי  (22 n. 

 . ואם היא נכונה או לא. נמק ולגבי כל אחת מהטענות הבאות, קבע

Axאם למערכת  . א b=  יש פתרון לכלmb, 

TAאז בהכרח למערכת   x b= יש פתרון לכל ,mb. 

mעבור   .ב n=  אם למערכת ,Ax b=  יש פתרון לכלmb, 

TAאז בהכרח למערכת   x b=  יש פתרון לכלmb. 
0Axאם למערכת ההומוגנית  . ג mיש אינסוף פתרונות, אז בהכרח   = n. 

T-ייתכן ש .ד

nA A I=  וגםT

mAA I=. 

mאם  .ה n  0ואם למערכתAx אז יש מערכת לא    ,יש פתרון יחיד =
Axהומוגנית  b=   .עם יותר מפתרון אחד 

 

)תהא   (23 )4 4A M R   4ויהיb R. 

Axהומוגנית הלא  מערכתפתרונות של ה v-ו uידוע כי   b=. 

wנגדיר   . א u v = + . 

Axהמערכת  תרון שלפ wהוכיחו כי אם גם  b= 1, אז + =. 

2wנניח בנוסף כי   .ב u v= − 2A של המערכת וןהוא פתר  + x b=. 
Aהוכיחו כי   I− .לא הפיכה 
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נתון  (24

1 2 0 2 3

2 4 1 3 6

3 6 3 8 8

A

 
 

=
 
 − − − − 

, ויהי  

1

4

3

b

 
 

=  
 
 

 . 

)הראו כי   . א )2, 1,1, 1,1
T

v = − Axהמערכת  פתרון של  אהו − b=. 

0Axמצאו את קבוצת הפתרונות של המערכת ההומוגנית   .ב =. 

)מצאו   . ג )5 2,C D M כך ש , -C D ו-

1 1

4 4

3 3

AC AD

− 
 

= = − 
 − 

. 
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 תשובות סופיות 

. א (1

2 1 1 3

1 2 4 5

4 4 1 2

x

A x y b

z

−     
     

= − = =
     
     
     

 

ב.  

2 3 1 1 1

4 1 2 0 4

0 1 1 1 1

1 2 4 0 10

x

y
A x b

z

t

−     
     
     = = =
     
     

− −     

 

2) 

4 2 4 1

2

6 3 3

x y z

x y z

x y z

− + =

− + =

− + =

 

3) 

2 4 1

5 2

6 3

y z

x y z

x y z

− + =

− + =

− − =

 

4) 

(4 ) 2 4 1

( 1) 2

6 (3 ) 3

k x y z

x k y z

x y k z

+ − + =

+ − + =

− + + =

 

5) 

3 2 4 0

2 0

6 2 0

x y z

x y z

x y z

− + =

− + =

− + =

 

6) 

2 3

2 3 6 6

4 9

x y z

x y z

x y z

+ + =

− − − =

+ + =

 

7) ( , , ) (1, 2,3)x y z = 

8) ( , , , ) ( 13,4, 5,2)x y z t = − − 

 .הוכחהשאלת  (9

10) 

3

1

6

x

y

z

−   
   

=   
   −   

 

2kאם  (11  1 אוk   , אז יש פתרון אחד.−

2kאם   , אז יש אינסוף פתרונות. =

1kאם  =  , אז אין פתרונות. −

12) 5, 9m k= = 

 הוכחה.שאלת  (13
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-הוא קבוע השווה ל −1Aסכום האיברים בכל שורה של   (14
1

k
 . 

 הוכחה.שאלת  (15

 הוכחה.שאלת  (16

 הוכחה.שאלת  (17

 הוכחה.שאלת  (18

 הוכחה.שאלת  (19

 הוכחה.שאלת  (20

 הוכחה.שאלת  (21

 הוכחה.שאלת  (22

 הוכחה.שאלת  (23

)ב.   א. שאלת הוכחה. (24 ) ( )1 2 3 4 5, , , , , 2 , , , ,x x x x x t s s t t t= − − − − 

)ג.  ) ( )

2 2 1 1

1 1 0 0

0 11 1 0 0

1 1 2 2

1 1 2 2

C t s D t s

− −   
   
−   
   = = = = = =−
   
− −   
   − −   
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 מטריצה אלמנטרית 

 שאלות 

את המטריצה   רשמו (1
1 2

3 4
A

 
=  
 

 כמכפלה של מטריצות אלמנטריות.  

 

את המטריצה   רשמו (2
1 1 1

3 4 2

2 3 2

A

− − 
 

= − − 
 − − 

 כמכפלה של מטריצות אלמנטריות.  

 

 ד. -כל אחד מסעיפים א יכואו הפר וחיהוכ (3
 ע"י סדרת פעולות דירוג. A- מתקבלת מ  B- ומטריצה ריבועית,  Aנתון כי  

 ע"י הפעלת אותה סדרה של פעולות תתקבל גם:          

 .2A- מ 2B . א

 .2A- מ BA .ב

 .BA- מ 2B . ג

 .AB- מ 2B .ד

 

]3תהי  (4 ]A M R,  איברי  , סכום 4כך שסכום איברי השורה הראשונה שלה הוא

 .10וסכום איברי השורה השלישית שלה הוא  1השורה השנייה שלה הוא 

2נגדיר את המטריצות האלמנטריות   1

1 0 0 1 0 0

0 1 0 , 0 1 0

0 3 1 4 0 1

E E

   
   

= =
   
   −   

. 

למה שווה סכום איברי השורה השלישית במטריצה 
2 1E E A? 

 בשתי דרכים: ורפת
 האלמנטרית. בעזרת תכונות המטריצה  – דרך א' 
 בעזרת כפל מטריצות.  –דרך ב'  
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 תשובות סופיות 

1) 

1 2 3

1 0 1 1 1 0 1 2

3 1 0 1 0 2 3 4

e e e A

−     
=     

−     
 

2) 1 2 3 4

5 6

1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0

3 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1

0 0 1 2 0 1 0 1 1 0 0 1

1 0 1 1 1 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 1

e e e e

e e

    
    

− •
    
    
    

  
  
• −
  
  
  

7 8

1 0 0

1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1

e e

A

  
  

=
  
  −  

 

 הוכחה.שאלת  (3

4) 3− 

1

פרק 11מטריצות

121

121



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  ©גיא סלומון  –כתב ופתר  
 

 LUפירוק 

 שאלות 

של המטריצה   LUאת פירוק  מורש (1
1 1 1

3 4 2

2 3 2

A

− − 
 

= − − 
 − − 

. 

 

של המטריצה   LUאת פירוק  מורש (2

1 2 3 4

2 3 8 5

1 3 1 3

3 8 1 13

A

− 
 

−
 =
 
 

− 

. 

 

  של המטריצה LUאת פירוק  מורש (3

2 6 6

4 5 7

3 5 1

6 4 8

8 3 9

A

− 
 
− − 
 = −
 
− − 
 − 

. 

 
 

 תשובות סופיות 

1) 

1 1 1 1 0 0 1 1 1

3 4 2 3 1 0 0 1 1

2 3 2 2 1 1 0 0 1

A L U

− − − −     
     

− − =  −
     
     − − −     

 

2) 

1 2 3 4 1 0 0 0 1 2 3 4

2 3 8 5 2 1 0 0 0 1 2 3

1 3 1 3 1 1 1 0 0 0 2 4

3 8 1 13 3 2 2 1 0 0 0 3

A L U

− −     
     

− − − −
     = 
     − −
     

− −     

 

3) 

1 0 0 0 0
2 6 6 2 6 6

2 1 0 0 0
4 5 7 0 7 5

3
3 5 1 0 0 02 1 0 0

2
6 4 8 0 0 0

3 2 0 1 0
8 3 9 0 0 0

4 3 0 0 1
A U

L

 
− −    

−    − − −    
   − = − 
    − −   −    −     − 
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 רגרסיה לינארית –שיטת הריבועים הפחותים 

 שאלות

)נתונות חמש נקודות במישור:   (1 4, 1), ( 2,0), (2,4), (4,5), (5,6)− − −. 
 מצאו את הישר הקרוב ביותר לנקודות הללו במובן הריבועים הפחותים.

 

 ביחס למחיר שלו בתקופה של חודש. בטבלה הבאה הביקוש של מוצר מסוים (2

 

( ) / ( )

49$ 124

69$ 95

89$ 71

99$ 45

109$ 18

price x Demand sales y

 

 

האנכיים בין הישר   מצא את הישר כך שסכום ריבועי המרחקים  .א
 גרסיה. והנקודות יהיה מינימלי. ישר זה נקרא ישר הר 

 . 54$בעזרת ישר זה נבא את הביקוש אם המחיר הוא  .ב

 מה משמעות השיפוע של הישר?  .ג

 מצא את השגיאה בחישוב הנ"ל.  .ד

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 תשובות סופיות

1) ( ) 0.8 2f x x= + 

)א.  (2 ) 1.7 211f x x= −  . יחידות 119.2ב.   +
 יחידות בחודש. 1.7נצפה לירידה במכירות של    1$-אם נעלה את המחיר של המוצר בג. 

 14.41ד. 

1
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מבוא מתמטי לפיסיקאים 2 (ממפיס 2)
פרק 12 - דטרמיננטות

תוכן העניינים

1. חישוב דטרמיננטה לפי הגדרה ולפי דירוג י 124

2. חישוב דטרמיננטה כללית מסדר n י 129

3. חישוב דטרמיננטה לפי חוקי דטרמיננטות י 134

4. כלל קרמר ופתרון מערכת משוואות י 136

5. מטריצה צמודה קלאסית ומטריצה הפוכה י 137

6. שימושי הדטרמיננטה י 142

123

123
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 לפי הגדרה ולפי דירוג  החישוב דטרמיננט

 שאלות

 )פיתוח לפי שורה/עמודה(:  את הדטרמיננטה על ידי הורדת סדר חשבו 5-1 בשאלות 

א.  (1
a b

c d
ב.   

5 2

7 3−
ג.    

4 1.5

2 1

−

−
 

 

א.  (2

1 0 2

4 1 8

2 0 3

ב.   

2 1 1

0 2 1

1 0 0

ג.    −

2 1 1

3 2 5

0 2 0

− 

 

א.  (3

1 0 0 0

1 2 0 0

1 2 3 0

1 2 3 4

ב.   

1 0 2 5

2 0 6 0

5 3 7 4

2 0 5 44

− −

−
ג.   

4 0 0 5

1 7 2 4

4 0 0 0

1 4 1 1−

 

 

4) 

1 9 8 3 4

3 0 5 0 2

2 4 1 0 3

4 1 7 0 2

0 0 1 0 0

−

− 

 

5) 

4 0 7 5 0

0 0 3 0 0

7 2 1 5 9

3 0 4 2 1

5 0 8 3 2

−

−

− − −

 

 

 את הדטרמיננטה של המטריצות על ידי דירוג. חשבו 7-6בשאלות 

א.  (6

1 3 0 2

2 5 7 4

3 5 2 1

2 2 2 1

− −

−

ב.  

1 3 3 4

0 1 2 5

2 5 4 3

1 2 1 1

−

−

−

− − − −

ג.   

1 1 3 0

1 0 2 4

1 2 8 5

3 1 2 3

− −

−

− −
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א.  (7

1 3 1 0 2

1 5 5 1 8

2 6 2 3 9

3 7 3 8 7

3 5 5 2 7

− −

− − −

− −

− −

ב.   

1 2 1 0 2

3 4 5 1 8

0 0 2 3 9

0 0 3 1 0

0 0 5 2 7

− −

− − −

−

 

ג. 

1 3 1 0 2

1 5 5 1 8

0 0 2 3 9

0 0 0 4 1

0 0 0 2 7

− −

− − −

 

 

 ודירוג: את הדטרמיננטה על ידי שילוב של הורדת סדר  חשבו 10-8בשאלות 

8) 

2 5 3 1

3 0 1 3

6 0 4 9

6 15 7 2

− −

−

− −

− −

 

 

9) 

1 2 3 0

3 4 3 0

5 4 6 6

3 4 7 3

−

 

 

10) 

2 5 4 1

6 12 10 3

6 2 4 0

6 7 7 0

− −

−

 

 

 ללא חישוב, שהדטרמיננטה של המטריצות שווה אפס:, והרא   12-11בשאלות 

א.  (11

1 0 2

7 0 12

3 0 2

ב.   

1 2 3

4 5 6

5 7 9

 ג.  

12 15 18

13 16 19

14 17 20
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א.  (12

1 1 1

y z z x y x

x y z

+ + +

ב.   
a a x a y

b b x b y

c c x c y

+ +

+ +

+ +

 

ג. 

2 2

2 2

2 2

sin cos 1

sin cos 1

sin cos 1 1

x x

y y

z

ד.   

3 1 4 5 0 1 12

14 4 1 4 1 8 4

3 5 2 0 4 1 3

4 2 1 1 0 6 6

21 2 3 4 5 6 1

2 5 7 4 2.5 1 1.5

11 2 6 9 1 3 4

− −

− −

− − −

− −

−

− − − −

− − −

 

 

4נתון כי:    13-15בשאלות 

a b c

d e f

g h i

=. 

 : חשבו

13) 

2

2

2

a g d d

b h e e

c i f f

+

+

+

 

 

14) 

2 3 2 4

2 3 2 4

2 3 2 4

a d d g a

b e e h b

c f f i c

− +

− +

− +

 

 

15) 

0 3 3 3

0 3 3 3

0 3 3 3

1 0 0 0

g d a a d

h e b b e

i f c c f

+ +

+ +

+ +
 

 

כי:   הוכיחו (16

2

2

2

1

1 ( )( )( )

1

a a

b b b a c a c b

c c

= − − −. 
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כי:   הוכיחו (17

2 3

2 3

2 3

2 3

1

1
( )( )( )( )( )( )

1

1

x x x

y y y
y x z x t x z y t y t z

z z z

t t t

= − − − − − −. 

 

:  חשבו (18

1 1 1 1

1 1 1 1

det 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

k

k

k

k

k

. 

 
 ענו על הסעיפים הבאים:  (19

הנבדלות ביניהן רק   n  מסדר B- ו A  נתונות שתי מטריצות ריבועיות .א
k(1- בשורה ה )k n . 

  ,k- אך נבדלת מהן בשורה ה B- ו A  מטריצה הזהה למטריצות Cתהי  
 .B  של k- והשורה ה  A  של k- שם היא שווה לסכום השורה ה

|כי   וח יהוכ  | | | | |A B C+ =. 

  חשבו: .ב

2 1 2 1 1 3 1

a b c d e a b c d e

f g h i j f g h i j

k l m n o k l m n o

p q r s t p q r s t

a b x y a b c d x e y

+

+ − − − − − −

. 
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 תשובות סופיות 

adא.  (1 bc−  .1ג.   29ב− 

  −14ג.  −3ב.   −1א.  (2

  −300ג.  234ב.   24א.  (3
4) 9 
5) 6 
 3ג.   0ב.   0א.  (6
 104ג.   44ב.   24א.  (7
8) 120 
9) 114 

10) 6 
 www.GooL.co.ilפתרונות באתר:  (11

 פתרונות באתר.  (12

13) 8− 

14) 16 

15) 9 

 הוכחה. שאלת  (16

 הוכחה. שאלת  (17

18) ( ) ( )
4

1 4k k− + 

 0ב.  א. שאלת הוכחה.  (19

1
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 nחישוב דטרמיננטה כללית מסדר 

 שאלות

 ענו על הסעיפים הבאים:  (1
)חשבו את הדטרמיננטה של המטריצה   .א )n n ijA a הנתונה ע"י:  =

 

1

1 ,

1 ,

0

ij

i j n

a i n j n
a

a j n i n

else

= 


  =
= 

  =


. 

עבור אילו ערכים של המספרים הממשיים   .ב
0 1,..., na a −

הבאה  , המטריצה  

:  הפיכה

0 1 1

0 1 0 0

0 0 1 0 0

0 0 1

n

A

a a a −

 
 
 
 

=  
 
 
  
 

? 

 
)חשבו את הדטרמיננטה של המטריצה   (2 )n n ijA a י: ל ידהנתונה ע=

1

1,

0

ij

j i j

a n i j n

else

= +


= = =



. 

 ?n-עבורו דרגת המטריצה קטנה מ n  האם קיים ערך של
 

|את  חשבו  (3 |A   כאשר המטריצה( )ijA a=   :נתונה על ידי

1 1

0 1
ij

i j

i j
a

j i j

j i j

= =


= 
= 


− 

. 

 
)חשבו את הדטרמיננטה של המטריצה   (4 )n n ijA a |הנתונה ע"י:   = |ija i j= −. 

 

|את  חשבו  (5 |A   כאשר המטריצה( )ijA a=   :נתונה על ידיij

a i j
a

b i j

=
= 


. 

  

1
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1n, כאשר  nחשבו את הדטרמיננטה הבאה מסדר   (6 :

1 2 2 2 2

4 2 4 4 4

6 6 3 6 6

8 8 8 4 8

2 2 2 2n n n n n

−

−

−

−

−

. 

 
|את  חשבו  (7 |A   כאשר המטריצה( )ijA a=  :נתונה על ידי 

 .א min ,ija i j= 

 .ב ,ija Max i j= 

 

)המטריצה   (8 )ijA a=  :נתונה על ידי
 min 3( 1),3( 1) 1 ,

1 1 1
ij

i j i j n
a

i or j

− −  
= 

= =
. 

|את  חשבו  |A. 
 

)המטריצה   (9 )ijA a=  :נתונה על ידי
 min ( 1), ( 1) 1 ,

1 1 1
ij

k i k j i j n
a

i or j

− −  
= 

= =
. 

|את  חשבו  |A עבור אילו ערכים של הקבוע  מצאו וk  .המטריצה הפיכה 
 

3n, כאשר  nחשבו את הדטרמיננטה הבאה מסדר   (10 : 

0 1 1 1 1

0 1 0

1 2 , 1 1 0

1 2 , 1 1 0

1 0

ij

i j x x x

i n j x x x
a

j n i x x

x else x x

x x x

 = 
 

  = =    =   

. 

 

)תהי   (11 )ijA a=   :מטריצה שהאיברים שלה נתונים על ידי
1

ij

ij i j
a

ij i j


= 

+ =
. 

|את  חשבו  |n n nD A =. 
 עצמיים. הערה: נפתור תרגיל זה בדרך אחרת בפרק על ערכים עצמיים ווקטורים 

 
  

1
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)המטריצה   (12 )ijA a=  :1נתונה על ידי

1

ij

a i j

a b i j

c j i

=


= = +
 = +

. 

|נוסחת נסיגה לחישוב  מצאו   .א |n n nD A =. 

,3הניחו כי   .ב 1, 2a b c= =  וחשבו:  =
 . ביטוי סגור עבור הדטרמיננטה.1
20n. את הדטרמיננטה עבור 2 = . 

 

nנתונה מטריצה   (13 nA . 

 במטריצה זו מבצעים את פעולות השורה הבאות:
מחליפים בין השורה הראשונה לשורה האחרונה, בין השורה השנייה לשורה  

 שורות. הלפני אחרונה וכך הלאה, עד שלא ניתן יותר להחליף 
 .Bבסוף התהליך מקבלים מטריצה  

|את  חשבו  |B   במונחי| |A . 
 

את  חשבו  (14

1

1

0

0
n

n n

D



2nכאשר   =   .טבעי 

הערה:  
1 1

0
ij

i j n
d

else

+ = +
= 


. 

 

את  חשבו  (15

1

2
det

2

2

n

n n

D

n


 
 
 =
 
 
 

2nכאשר      .טבעי 

הערה:  
1

2
ij

i i j n
d

else

+ = +
= 


. 

 

detn  אתחשבו  (16

n n

b

b
D

b

a

a


 
 
 =
 
 
 

2nכאשר      .טבעי 

הערה:  
1

ij

b i j n
d

a else

+ = +
= 


. 

 
)חשבו את הדטרמיננטה של המטריצה   (17 )n n ijA a הנתונה ע"י:   =

 min , 1ija i n j= − +. 

1
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2n, כאשר  nחשבו את הדטרמיננטה הבאה מסדר   (18  

1 2

1 1

1 2 1

2 1

1 2 1

n n

n n

n n

n

n n

a a a x

a a x a

a a a a

a x a a

a a a a

−

−

−

−

. 
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 תשובות סופיות

) א. (1 ) 2| | 1A a n a= − הפיכה אם ורק אם   Aב.  −
0 0a . 

)1א.  (2 1) !n n+−   .ב. לא 

3) | | !A n=  

4) 1 2| | ( 1) ( 1)2n nA n+ −= − − 

5) 2| | ( ) [ ( 1) ]nA a b a n b−= − + − 

6) 1( 3) (2 3) !n n n−− − 

|א.  (7 | 1A |1ב.  = | ( 1)nA n+= − 

8) 2| | 2 3nA −=  

9) 2| | ( 1) nA k k −= −  1המטריצה הפיכה אם ורק אם  וk    0וגםk =. 

10) 1 2| | ( 1) ( 1)n nA x n− −= − − 

11) 
1

1 ( 1)(2 1)
6

nD n n n= + + + 

2א.  (12 3

1 1 2 3, , 2n n nD aD bcD D a bc D a abc− −= − = − = − 

12.  1ב. 1n

nD += 21.  2ב. −

20 2 1D = − 

13) 
2

1

2

( 1) | | even
| |

( 1) | | odd

n

n

A n
B

A n
−


−

= 
 −

 

14) 
2

1

2

( 1)

( 1)

n

n n

n even
D

n odd
−


−

= 
 −

 

15) 

2

2

1

2

( 1) 2( 2)!

( 1) 2( 2)!

n

n n

n n even
D

n n odd

+

+


− −

= 
 − −

 

16) 
 

 

12

1

12

( 1) ( ) ( 1)

( 1) ( ) ( 1)

n

n

n n

n

b a b n a n even
D

b a b n a n odd

−

−

−


− − + −

= 
 − − + −

  

17) 

1

2

2
1

2

( 1)

( 1)

n

n n
n

n odd
D

n even

−

−
+ −


−

= 
 −

 

18) 
2

1 2 1

1

2
1 2 1

( 1) ( )( ) ... ( )

( 1) ( )( ) ... ( )

n

n n

n n

n n

a x a x a x a n even
D

a x a x a x a n odd

−

−

−


− − −   −

= 
 − − −   −
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 ת חישוב דטרמיננטה לפי משפטי דטרמיננטו

 שאלות

|,  3מטריצות מסדר   B- ו A  ן כינתו 1-2בשאלות  | 4 , | | 2A B= =. 
 : חשבו

1א.  (1 TABA B−   .2ב 3| 4 |A B 

 

2א.  (2 3| |TA B A−−   .2ב| 2 |TA A adjB− 

 

)1נתון:   (3 )PQ APQ B− =. 

|:  הוכיחו | | |A B=. 

 

2- כך ש ,4מטריצות הפיכות מסדר  B- ו A  :ןנתו  (4 3 0AB I+ =, | | 2A =. 

|את   חשבו |B. 

 

2- כך ש ,3מטריצות הפיכות מסדר  B- ו A:  ןנתו  (5 13 0 , 2 0A B B A−+ = − =. 

|את   חשבו |, | |A B. 

 

1  .1: הוכיחו (6 1
| |

| |
A

A

− =  2. ( ) 1| |nnxnadj A A −=. 

 

 . זוגי-סימטרית מסדר אי- מטריצה אנטי Aנתון כי   (7

|- ש הוכיחו | 0A =. 

 

|,   nמטריצה מסדר   A :ןנתו  (8 | 128A =, 22 TAB B A=ו , -B הפיכה . 
 .nאת   ומצא

 

) :ןנתו  (9 ) ( )
1

det 2, det
3

nxn nxnA B= =. 

21 :חשבו
det

3

n nB A−. 

 

1
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נתון   (10

a b c d

b a d c
M

c d a b

d c b a

 
 
− −

 =
 − −
 
− − 

. 

)הוכיחו כי   )
2

2 2 2 2det( )M a b c d= + + +. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 סופיות תשובות 

ב.     4 א. (1
132 

 −112 .ב  −8 .א (2

 הוכחה. שאלת  (3

4) 
81

32
 

5) | | 18, | | 2 / 3A B= = − 

 הוכחה. שאלת  (6

 הוכחה. שאלת  (7

8) 7  

9) 4n 

 שאלת הוכחה.  (10

1
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 כלל קרמר

 שאלות 

 את מערכות המשוואות בעזרת כלל קרמר:  ורפת 3-1בשאלות 

1) 
2 5

3 4 11

x y

x y

+ =

+ =
 2) 

3

4 8 21

2 3 8

x z

x y z

x z

+ =

+ + =

+ =

 3) 

2 5 8

2 6 8

5 3 7 4 5

2 5 44 51

x z t

x y

x y z t

x y z

+ + =

− − = −

+ − + =

+ + =

 

 

נתונה מערכת המשוואות:   (4

1

1

1

1

, 1

kx y z t r

x ky z t r

x y kz t r

x y z kt r

x y z t kr

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

.   

 למערכת פתרון יחיד? kעבור איזה ערך של   . א

למערכת פתרון יחיד שבו   kעבור איזה ערך של   .ב
1

2
x =? 

עבורו למערכת פתרון יחיד שבו    kהאם קיים   . ג
1

5
x =? 

- מתקיים ש  אז בהכרח ,פתרון יחידשאם למערכת   וחיהוכ .ד
x y z t r= = = =. 

 

A,יהיו  (5 B  מטריצות ממשיות מסדרn n. 
 האם היא נכונה או לא.  ועבור כל אחת מהטענות הבאות קבע 

0Axאם למערכת ההומוגנית  . א 2-קיים פתרון יחיד, אז ייתכן ש = 0A =. 

)אם למערכת ההומוגנית  .ב ) 0tA A x |קיים פתרון יחיד, אז  = | 0A =. 

)אם למערכת ההומוגנית  . ג ) 0AB x |-קיים פתרון יחיד, אז ייתכן ש = | 0A =. 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 1, 2x y= = 

2) 1, 1, 2x y z= = = 

3) 1x y z t= = = = 

,1א.  (4 4k k  2kב.    − =  . ד. הוכחה  ג. לא.  −

 . ג. לא נכונה   ב. לא נכונה.  א. לא נכונה. (5

1
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 צמודה קלאסית ומטריצה הפוכה  מטריצה

 שאלות

)את הצמודה הקלסית  חשבו  1-3 בשאלות  )adj A,   1ובעזרתה אתA− : 

1) 
1 2

3 4
A

 
=  
 

 2) 

2 1 1

0 2 1

5 2 3

A

 
 

= − 
 
 

 3) 

1 0 1 0

0 1 0 0

1 0 1 1

0 0 1 1

A

 
 

=  
 
 

 

 

נתון:  (4

9 26 1 14 10

13 7 87 4 0

71 35 3 0 0

17 2 0 0 0

2 0 0 0 0

A

− − 
 

− 
 =
 
 
 
 

 . 

):  וחשב .א )
1,5

adjA. 

):  וחשב .ב )1

1,5
A−. 

 

 כל איברי  אשר כ ,1- ווה לש Aהוכיחו שהדטרמיננטה של מטריצה הפיכה  א.  (5

     A 1- וA− .הם מספרים שלמים 
|שאם  הוכיחו ב.  | 1A  הם מספרים שלמים,  Aוכל איברי   =

 מספרים שלמים.הם  גם  −1Aאזי כל איברי      
 

 מטריצה משולשית תחתונה והפיכה. A- נתון ש (6

 משולשית תחתונה.  −1A- שהוכיחו 

 

 הפיכה. A- נתון ש (7

)שגם  הוכיחו  )adj A   וגםTA.הפיכות 
 

A,  כי נתון (8 B ו  הפיכות -,C D  .לא הפיכות 
 ? האם המטריצות הבאות הפיכות

C .א D+ ב. A B+ ג. AD ד. CD ה. AB 

 

1
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2עבורם המטריצה   kאת ערכי   ומצא (9

4 0 7 5 0

0 0 3 0 0

7 2 4 9

3 0 4 2 1

5 0 8 3 2

k

k k k k

 
 
 
 − +
 

− 
 − − − 

 . לא הפיכה 

 

A,- ידוע ש (10 B 0- מטריצות ריבועיות מאותו סדר וB . 
 כל אחת מהטענות הבאות: הפריכו או הוכיחו 

0ABאם  .א  .=0Aאז   ,=

0ABאם  .ב  .=0Aאז   ,=

0ABאם  .ג |אז   ,= | 0A =. 

0ABאם  .ד |אז   ,= | 0A =. 
 

נתונות שתי מטריצות   (11
3 5 5 3,A B 

. 

 את הטענות הבאות: הפריכו או הוכיחו 

| .א | | |AB BA=  

) .ב ) ( )adj AB adj BA  
 

מתקבלת ממטריצה   Bאם  (12
3 3A 

 , 4- ב על ידי כפל העמודה הראשונה 

|אז  ( ) |adj A B שווה ל: 

3 .א 34 | |A 

3 .ב 34 | |B 

34 .ג | |B 

34 .ד | |A 

 

)נתונה מטריצה ריבועית   (13 )ijA a=   3מסדרn    1המקיימתija i j= + −. 

 כל אחת מהטענות הבאות: הפריכו או הוכיחו 

| .א | 4A = 

 הפיכה.  A .ב

) .ג ) 0adj A = 

| .ד | 0A = 

  

1
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 , אז:Aהיא הצורה המדורגת של מטריצה ריבועית   Gאם  (14

)בהכרח   .א ) ( )det detA G=   וגם( ) ( )adj A adj G=. 

)בהכרח   .ב ) ( )det detA G= אך ייתכן ש ,( ) ( )adj A adj G. 

)- ייתכן ש .ג ) ( )det detA G  אך בהכרח ,( ) ( )adj A adj G=. 

 אף תשובה אינה נכונה.  .ד

 

)תהי   (15 )ijA a=   2מטריצה ריבועית מסדרn , כך ש-1ij

i i j
a

i j

=
=


. 

1לכל   ,i j n , :אז בהכרח מתקיים 

! .א 1A n= − 

 הפיכה.  A .ב

) .ג )adj A  .לא הפיכה 

4nאם  .ד )אז   ,= ) 214Adj A . 

 
4nמטריצה ריבועית מסדר   Aתהי   (16 . 

 כל אחת מהטענות הבאות: הפריכו או הוכיחו 

)אם  .א ) 2rank A n= ), אז בהכרח  − ) 0adj A =. 

)סימטרית, אז בהכרח  -אנטיAאם  .ב )adj A סימטרית. - אנטי 

)אם  .ג ) 0adj A  .=0A, אז בהכרח  =

 
17) A   ,מטריצה ריבועיתB מתקבלת מ -A   4ע"י הכפלת השורה הראשונה פי, 

 ע"י:  adjA- מתקבלת מ  adjBאז 

 . 4הכפלת השורה הראשונה פי  .א

 . 4הכפלת כל שורה פרט לראשונה פי  .ב

 . 4הכפלת העמודה הראשונה פי  .ג

 . 4הכפלת כל עמודה פרט לראשונה פי  .ד

 תשובה אינה נכונה. אף  .ה
 

)המקיימת    5מטריצה ריבועית מסדר  Aתהי   (18 )( 1 )Adj i A i− + =. 

)detחשבו   )A. 

  

1
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 .nמטריצה ריבועית מסדר   Aנתון כי   (19
 את הטענות הבאות: הוכיחו 

) הפיכה   A .א )Adj A .הפיכה 

) .ב ) ( )
11 ( )Adj A Adj A
−− = 

)1 .ג ) | |nAdj A A −= 

 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 1
4 2 2 1

( ) ,
3 1 1.5 0.5

adj A A−
− −   

= =   
− −   

  

2) 1

8 1 3

( ) 5 1 2

10 1 4

adj A A−

− − 
 

= = −
 
 − 

 

3) ( ) 1

0 0 1 1 0 0 1 1

0 1 0 0 0 1 0 0
,

1 0 1 1 1 0 1 1

1 0 1 0 1 0 1 0

adj A A−

− −   
   −

= =   − − −
   

− −   

 

 0.5 ב.  240 א.  (4

 שאלת הוכחה.  (5

 שאלת הוכחה.  (6

 שאלת הוכחה.  (7

 ג. לא הפיכה.  ב. לא ניתן לדעת.  לא ניתן לדעת.  .א (8

 ה. הפיכה.   ד. לא הפיכה. 

0kאם ורק אם   (9 =. 

 שאלת הוכחה.  (10

 שאלת הוכחה.  (11

 ד (12

 שאלת הוכחה.  (13

 ד (14

 ד (15

 שאלת הוכחה.  (16

 ד (17

18) 
5

22
−

 

 שאלת הוכחה.  (19

1
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 שימושי הדטרמיננטה

 שאלות 

 :שקדקודיהאת שטח המקבילית  וחשבא.    (1
  1 .(0,0), (5,2) , (6,5) , (11,6)  2 .( 1,0) , (0,5) , (1, 4) , (2,1)− − 

,(0,0,0): שקדקודיואת נפח המקבילון  וחשב .ב (1,0, 2), (1,2,4), (7,1,0)−. 

,3,3)משוואת מישור העובר דרך הנקודות:    ומצא . ג 2), ( 1,3,1), (1,1, 1)− − −. 

,1): שקדקודיואת שטח המשולש  וחשב .ד 2), (3, 4), (5,8). 

 
 להשתמש בדטרמיננטות.  יש: בכל אחד מהסעיפים בתרגיל זה הערה 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 תשובות סופיות 

3ג.   22ב.  14. 2א.  . 13 .1א. (1 4 2 0x y z− + +  2ד.       =

1
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מבוא מתמטי לפיסיקאים 2 (ממפיס 2)
פרק 13 - ערכים עצמיים-וקטורים עצמיים-לכסון מטריצות - דימיון

תוכן העניינים

1. לכסון מטריצות - תרגילי חישוב י 143

2. לכסון מטריצות – תרגילי תיאוריה י 147

3. חקירת הלכסינות של מטריצה עם פרמטרים י 159

4. דמיון מטריצות י 163
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 תרגילי חישוב –לכסון מטריצות 

 שאלות 

 : 4-1בשאלות  עבור כל אחת מהמטריצות 

 מטריצה אופיינית. מצאו   . א

 פולינום אופייני. מצאו  .ב

 ערכים עצמיים ואת הריבוב האלגברי של כל ערך עצמי. מצאו  . ג

 מרחבים עצמיים ואת הריבוב הגיאומטרי של כל ערך עצמי. מצאו   .ד

 וקטורים עצמיים.מצאו  .ה

 האם המטריצה ניתנת ללכסון.קבעו  .ו

 . אותהלכסנו במידה והמטריצה ניתנת ללכסון,  .ז

1P- כך ש ,Pמטריצה הפיכה מצאו  ,כלומר AP D−  מטריצה אלכסונית.  D, באשר  =

 .2009Aחשבו   ,במידה והמטריצה ניתנת ללכסון .ח

 את הפולינום המינימלי. מצאו   . ט

 האם המטריצה הפיכה לפי ערכיה העצמיים.קבעו  .י

 ,בלבד I-ו  Aבעזרת  −1Aאת בטאו  ,במידה והמטריצה הפיכה
 המילטון. תוך שימוש במשפט קיילי 

1) 

0 2 1

0 2 1

0 1 0

A

− 
 = −
 
 

 2) 

1 1 0

0 1 0

0 0 2

A

 
 

=  
 
 

 

3) 

1 0 1

0 1 0

1 0 1

A

 
 

=  
 
 

 4) 

1 3 0

3 1 0

2 2 6

A

− 
 

= − 
 − − 

 

 

 . וקטורים עצמיים-ערכים עצמיים ומצאו  6-5בשאלות  עבור כל אחת מהמטריצות 

 . אותהלכסנו במידה והמטריצה ניתנת ללכסון, 

1P- שכך   ,Pמטריצה הפיכה מצאו  ,כלומר AP D−  מטריצה אלכסונית.  Dאשר  כ, =

 . ופעם מעל  פעם מעלפתרו 

5) 
3 2

4 1
A

− 
=  

− 
 6) 

2 1

1 4
A

− 
=  
 

 

1
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 : וקטורים עצמיים-ערכים עצמיים ומצאו    11-7בשאלות  עבור כל אחת מהמטריצות 

7) 

4 1 1

1 2 1

1 1 2

A

− − 
 

= −
 
 − 

 8) 

1 1 4

3 2 1

2 1 1

A

− 
 

= −
 
 − 

 

9) 

1 1 2

1 2 1

2 1 1

A

 
 

=
 
 
 

 10) 
1 1

4 1
A

 
=  
 

 

11) 

1 1 1

1 1 1

1 1 1

A

− 
 

= − 
 − 

  

 

3מטריצה ממשית ריבועית מסדר   Aתהי  (12 3. 

 הווקטורים העצמיים של המטריצה הם ידוע כי 
1 2 3

0 1 1

0 , 1 , 1

1 1 0

v v v

−     
     

= = =
     
     
     

, 

1: והם מתאימים לערכים העצמיים  2 36, 2 , 4  = = = −. 

 . A  את המטריצהמצאו  

 

3 מטריצה ממשית ריבועית מסדרהאם קיימת קבעו  (13 3, 

 בעלת וקטורים עצמיים 
1 2 3

1 4 7

2 , 5 , 8

3 6 9

v v v

     
     

= = =
     
     
     

, 

1  :המתאימים לערכים העצמיים 2 31, 2 , 3  = = =. 

 אותה. מצאו במידה וקיימת מטריצה כזאת, 
  

1
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 תשובות סופיות 

א.  (1

2 1

0 2 1

0 1

x

x

x

− 
 

−
 
 − 

)ב.    ) ( )
2

1p x x x= ,0ג.   − 1x x= =, 

1x  הריבוב האלגברי של 0x הריבוב האלגברי של, ו2הוא  =  .1הוא  =

ד.   1 1,1,1xV sp=  .1:  ריבוב גיאומטרי – =

     0 1,0,0xV sp=  . 1: ריבוב גיאומטרי – =

1,1,1,ה.   . לא ניתנת. ח-ו 1,0,0

)2ט.  ) ( 1) deg 3m x x x= −  הפולינום האופייני הוא גם הפולינום המינימלי.  – =
 לא הפיכה.י. 

א.  (2

1 1 0

0 1 0

0 0 2

x

x

x

− − 
 

−
 
 − 

)ב.     ) ( ) ( )
2

1 2p x x x= − ,1ג.  − 2x x= = 

1x  הריבוב האלגברי של 2x הריבוב האלגברי של, ו2הוא  =  .1הוא  =

  ד. 1 1,0,0xV sp=  .1:  ריבוב גיאומטרי – =

     2 0,0,1xV sp=  . 1: ריבוב גיאומטרי – =

0,0,1,ה.   לא ניתנת. ח. -ו 1,0,0

)ט.  ) ( ) ( )
2

1 2 deg 3m x x x= − −  הפולינום האופייני הוא גם המינימלי.  – =

 הפיכה. י.

א.  (3

1 0 1

0 1 0

1 0 1

x

x

x

− − 
 

−
 
 − − 

)ב.     ) ( ) ( )1 2p x x x x= − ,0 ג. − 1, 2x x x= = = 

0x 1x ,1רי: ריבוב אלגב – = 2x, 1רי: ריבוב אלגב  – =  .1: ריבוב אלגברי  – =

  ד. 0 1,0,1xV sp= =  .1:  ריבוב גיאומטרי – −

     1 0,1,0xV sp=  . 1: ריבוב גיאומטרי – =

,ה.  ,0,1,0 1,0,1 ז.  ניתנת ללכסון.ו.  −1,0,1

-1 0 1

0 1 0

1 0 1

P

 
 

=
 
  

 

ח. 

2016 2016

2016 2016

2 0 2

0 1 0

2 0 2

 
 
 
 
 

)ט.   ) ( ) ( )1 2m x x x x= −  לא הפיכה. י. −

  

1
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א.  (4

1 3 0

3 1 0

2 2 6

x

x

x

+ − 
 
− +

 
 − 

)ב.     ) ( )( ) ( )6 2 4p x x x x= − − + 

,6 ג. 2, 4x x x= = = − 

4x = 2x, 1רי: ריבוב אלגב – − 6x, 1רי: ריבוב אלגב  – =  .1: ריבוב אלגברי  – =

ד.   6 0,0,1xV sp=  .1:  ריבוב גיאומטרי – =

     2 1,1,1xV sp=  . 1: ריבוב גיאומטרי – =

     4 1,1,0xV sp=− =  . 1: ריבוב גיאומטרי – −

,ה.  ,0,0,1 1,1,0  ז. ניתנת ללכסון.ו.   −1,1,1

0 1 -1

0 1 1

1 1 0

P

 
 

=
 
  

 

ח. 

2017 2017 2017 2017

2017 2017 2017 2017

2017 2017 2017 2017 2017

2 ( 4) 2 ( 4) 0
1

2 ( 4) 2 ( 4) 0
2

6 2 6 2 2 6

 + − − −
 

− − + − 
 − + − +  

 

)ט.  ) ( 6)( 2)( 4)m x x x x= − −  הפיכה. י.  +

 , ולכן אין ערכים עצמיים ווקטורים עצמיים.אין פתרונות מעל   (5

1: מעל   2x i=  ,1 2 1 , 2x i i= + = +v  ,1 2 1 ,2x i i= − = −v, 

1 2 0

1 1 2

i
D

i

+ 
=  

− 
 ,

1 1

2 2

i i
A

+ − 
=  
 

 

3xערכים עצמיים:  (6 3: יםעצמי ים, וקטור = 1,1x= = −v .לא ניתנת ללכסון . 

ערכים עצמיים:  (7
1 2,32, 3x x= =, 

)וקטורים עצמיים:   ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2

3 3 21,0,1 , 1,1,0 , 1,1,1x x xv v V= = == = = 

8) 1,  3,  2x x x= = = − ,( )1 1, 4,1xv = −=  ,( )3 1, 2,1xv = = ,( )2 1,1,1xv =− −= 

9) 1,  4,  1x x x= = = − ,( )1 1, 2,1xv = −=  ,( )4 1,1,1xv = = ,( )1 1,0,1xv =− −= 

10) 1,  3x x= − = ,( )1 1, 2xv = −=  ,( )3 1, 2xv = = 

11) 1, 1 3x x i= =  ,1 1,1,1x= =v  ,( )31
1 3 ,1 3 , 2

ix
i i

= +
= − + −v ,

( )31
1 3 ,1 3 , 2

ix
i i

= −
= + − −v 

12) 

1 3 0

3 1 0

2 2 6

A

− 
 

= −
 
 − − 

 

 אין כזו מטריצה. (13

1
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 תרגילי תיאוריה –לכסון מטריצות 

 שאלות 

 .Aנתונה מטריצה ריבועית  (1
 הוכיחו או הפריכו:

 אם ורק אם המטריצה איננה הפיכה. ,A ערך עצמי של המטריצה 0 . א

אז   ,Aע"ע של   -הפיכה ו Aאם  .ב
1


 .−1Aהוא ערך עצמי של  

 . אותו פולינום אופיינייש את  TA-ול A- ל . ג

 .אותם וקטורים עצמייםיש את  TA-ול A- ל .ד

 .Aהוא ע"ע של   אז  ,הוא  Aאם סכום האיברים בכל שורה של   .ה

1אם  .ו TA A− 1אז  ,Aהוא ע"ע של   ואם  = = . 

2Aאם  .ז A=  ואם   הוא ע"ע שלA,  0אז 1או  = =. 

 

 הסעיפים הבאים:   2פתרו את  (2

 . 4השייך לערך העצמי   vיש וקטור עצמי   Aידוע שלמטריצה  . א

4נתונה המטריצה  22 10 4B A A A I= − + −. 
 וחשבו את הערך  Bוקטור עצמי גם של המטריצה  v-הוכיחו ש

 העצמי המתאים לו. 

 .  השייך לערך עצמי Aוקטור עצמי של מטריצה   v- נתון ש .ב
)יהי  )p x .פולינום 

)ו"ע של המטריצה  v-הוכיחו ש )p A השייך לערך עצמי ( )p . 
 

 הסעיפים הבאים:   2פתרו את  (3

 .2מסדר  Aנתונה מטריצה ריבועית  . א

-הפולינום האופייני של המטריצה שווה להוכיחו כי  .1
2

( ) tr( ) | |p x x A x A= − +. 

)trנתון כי   .2 ) 4A |. חשבו את = |A,  אם ידוע בנוסף שלמטריצה 
 יש ערך עצמי אחד.

 .n מסדר A נתונה מטריצה ריבועית .ב

1נניח כי   1

1 1 0( ) ...n n

np x x a x a x a−

−= + + +  .Aהפולינום האופייני של  +

0הוכיחו כי   1( 1) | | , tr( )n

na A a A−= − = −. 
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 .nמסדר  Aנתונה מטריצה  (4
 :הוכיחו

)ע"ע של   . א )rank A I n A−  . 

)-שווה ל  הריבוי הגיאומטרי של ע"ע   .ב )n rank A I− − . 

)אם  . ג )rank A k n=   ע"ע של המטריצה  0אזA  מריבוי גיאומטריn k−. 
 מה ניתן לומר על הריבוי האלגברי במקרה זה.

 

)ידוע כי   .4מסדר  Bנתונה מטריצה ריבועית  (5 ) 1rank B =.  
 :הוכיחו

 . Bע"ע של המטריצה  0 . א

 .3הוא  0הריבוי הגיאומטרי של הע"ע  .ב

 . 4או  3הוא  0הריבוי האלגברי של הע"ע  . ג

 ערכים עצמיים.  2לכל היותר  Bלמטריצה  .ד

)- אז הוא שווה ל  0-ע"ע פרט ל Bאם למטריצה  .ה )tr B. 
 

4נתונה מטריצה  (6 4 4

10 10 10

a b c

A a b c

a b c

 
 

=
 
 
 

 ( ). , ,a b c   

0kידוע שלמטריצה קיים ערך עצמי  = . 
 . A-מטריצה אלכסונית הדומה ל מצאו שהמטריצה ניתנת ללכסון ו הוכיחו

 

AB המקיימות nמטריצות מסדר  B-ו Aתהיינה  (7 BA=. 
1rankAנניח כי   n=  של המטריצה. 0וקטור עצמי השייך לערך העצמי  v-ו −
 . Bהוא וקטור עצמי של המטריצה   vכי   הוכיחו

 

0המקיימת   3מטריצה מסדר  Aתהי  (8 ( 10 ) ( 4 ) 3rank A I rank A I −  − . 

 .Aמצאו את הפולינום האופייני של המטריצה  . א

ואת הריבוי האלגברי והגיאומטרי של  Aמצאו את הערכים העצמיים של  .ב
 כל ע"ע. 

-מטריצה אלכסונית הדומה ל מצאו ניתנת ללכסון. אם כן,  Aהאם  קבעו  . ג
A. 

 הפיכה? Aהאם  קבעו  .ד

)2כי   הוכיחו .ה 10 ) ( 4 ) 0A I A I− − 4A- . האם ייתכן ש= I=   10אוA I=? 

 

5מטריצה מסדר  Aתהי  (9 5כך ש ,-det 12A=  וגם( ) ( )2 3I A I A + = − =. 

 לכסינה, ורשמו מטריצה אלכסונית דומה לה.  A-הוכיחו ש

1
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)נתונה מטריצה  (10 )1 2 nA a a a=  .)מטריצה עם שורה אחת( 

TAמצאו את הערכים העצמיים של המטריצה   A  1)הניחוn ( . 
 

3מטריצה מסדר  Aתהי  (11 3כך ש ,-

1 4

1 4

1 4

A

   
   

=
   
   − −   

), וכן   ) ( )2 4I A I A +  −. 

 לכסינה. A-הוכיחו ש
 

3מטריצה מסדר  Aתהי  (12 3   המקיימת( ) ( )2 5I A I A −  +. 

)-ידוע גם ש ) 3,1, 1span 2Axהוא מרחב הפתרונות של המערכת   − x=. 

 .A- לכסינה, ורשמו את כל המטריצות האלכסוניות הדומות ל A-הוכיחו ש
 

באיור שלפניך הגרפים של הפולינום האופייני  (13
 .2מסדר  C-ו A, B מטריצות 3של 

 ניתנת ללכסון.  A ידוע שהמטריצה
 את הדרגה של כל אחת מהמטריצות   ומצא

ניתנות  C-ו Bשגם המטריצות  הוכיחוו
 ללכסון. 

 

 .3מטריצה ממשית מסדר  A תהי (14
)detנתון כי   ) ( ) 0A tr A= 1וכי =  המטריצה.ערך עצמי של   =

 הוכיחו כי המטריצה ניתנת לליכסון ומצאו את כל הערכים העצמיים שלה. 
 

יהיו  (15
2, [ ]A B M. 

Aידוע כי   AB BA= −. 

2כי   הוכיחו 0A =. 
 

)-כך ש  2מטריצה ממשית לא הפיכה מסדר  Aתהי  (16 ) 1tr A  − . 

1כי   הוכיחו . א 1
( )

1 ( )
I A I A

tr A

−+ = −
+

. 

את מצאו בעזרת סעיף א  .ב
1

2 1

1 2

−

 
 
 

. 
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 .nמסדר  Aנתונה מטריצה ריבועית  (17

ויהיו 
1 2, ,..., n   הערכים העצמיים של המטריצה. 

 :הוכיחו

 . א
1

| |
n

i

i

A 
=

= 

 .ב
1

( )
n

i

i

tr A 
=

= 

 הערה: 
מתקבלים ממציאת השורשים של הפולינום האופייני מעל   הערכים העצמיים של המטריצה

 הערכים העצמיים לא בהכרח שונים זה מזה.  בנוסף,.

 

 .2מסדר  Aנתונה מטריצה ממשית  (18

)2אם  . א ) 3, ( ) 5tr A tr A= |את  מצאו . = |A. 

)מקבילים ואם  Aאם וקטורי העמודה של  .ב ) 5tr A )2את  מצאו  = )tr A. 

|אם  . ג | 5A )ע"ע שהם מספרים שלמים וחיוביים מהו  A- ואם ל = )tr A. 
 

|שמקיימת   3מטריצה מסדר  Aתהי  (19 | 1A =. 

אם  . א
1 3

2

i− +
 .Aאת כל הע"ע של מצאו  Aהוא ערך עצמי של  

100ידוע כי   .ב 2A aA bA cI= + +. 
,את  מצאו   ,a b c. 

 

 ענו על הסעיפים הבאים: (20

)2הוא  A  הפולינום האופייני של מטריצה . א )Ap x x bx c= + +. 

4מצאו את הפולינום האופייני  ( )Ap x  4של המטריצהA. 

]2מטריצה   .ב ]A M R  מקיימת| | 0A . 

 הוכיחו שהמטריצה ניתנת ללכסון.
 

)מטריצה ריבועית עם פולינום אופייני  Aתהי  (21 ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 8 7

2 1 5 3p t t t t t= − + − +. 

 ?Aמה הדרגה של  . א

AP-הפיכה כך ש  Pידוע שקיימת מטריצה   .ב PD= כאשר ,D  .אלכסונית 
5Aחשבו את הדרגה של  I−. 
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תהי  (22
a c

A
c b

 
=  
 

 מטריצה ממשית.  

 .-ו על ידי   Aנסמן את הע"ע של  . א
 הוכיחו שהם ממשיים. 

-הניחו ש .ב =והוכיחו ש ,-
0

0
A





 
=  
 

. 

 

, שהפולינום האופייני שלה מטריצה לכסינה מעל  Aתהי  (23

( ) 4 3 22 3p t t it t= + +. 

2הוכיחו שהמטריצה   3A A I− ורשמו מטריצה אלכסונית  ,לכסינה מעל   +
 הדומה לה. 

 

 :ענו על הסעיפים הבאים (24

), בעלת פולינום אופייני מטריצה ריבועית מעל   Aתהי  . א ) 3 2 5p t t t= − +. 

3bלכל הוכיחו ש R ש למערכת יA b=x   פתרון יחיד ומצאו את| |A ו-( )tr A. 

Aמטריצה ממשית, כאשר  Aתהי  .ב I ובעלת פולינום אופייני ,( ) ( )
3

1p t t= −. 

)הפיכה, וחשבו את  A-הוכיחו ש )tr 2A I−. 

 

 ענו על הסעיפים הבאים: (25

Aאם ורק אם  Aע"ע של  -ש הוכיחו . א I−א הפיכה.ל 

)מטריצה ריבועית, עם פולינום אופייני  Aתהי  .ב ) ( )( )
1

1 2
n

p t t t
−

= − +, 

2nכאשר  . 

2הוכיחו שהמטריצה   2C A A I= + לא הפיכה, ושהמטריצה   −
2 2D A I=  הפיכה. −

 

 ענו על הסעיפים הבאים: (26

 את המונח מטריצה נילפוטנטית. ימווהדג וריהגד . א

 שכל הערכים העצמיים של מטריצה נילפוטנטית הם אפס.  הוכיחו .ב

 . הפריכואו  הוכיחוהאם הטענה ההפוכה לטענה בסעיף ב נכונה?  . ג

0nAאז  nמטריצה נילפוטנטית מסדר  Aשאם  הוכיחו .ד =. 

Bתהי , וnמטריצה נילפוטנטית מסדר  Aתהי  .ה A I= −. 
|את  מצאו   |B. 
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 את המשפט בנוגע לחישוב פולינום מינימלי של מטריצת בלוקים.   צטטו (27
 :בעזרת המשפט לעיל חשב את הפולינום המינימלי של המטריצה הבאה

         

2 1 0 0 0

0 2 0 0 0

0 0 4 3 0

0 0 2 5 0

0 0 0 0 7

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

)תהי  (28 )ijA a= :מטריצה שהאיברים שלה נתונים על ידי 
1

ij

ij i j
a

ij i j


= 

+ =
. 

|את חשבו  |A. 
 

 סחו את המשפט בנוגע לחישוב פולינום אופייני של מטריצת בלוקים. נ (29

 : את הפולינום האופייני של המטריצה הבאהחשבו בעזרת המשפט לעיל  . א

9 8 5 7

1 3 2 4

0 0 3 1

0 0 6 8

M

 
 
− −
 =
 −
 
 

 

 את המשפט מסעיף א. הוכיחו .ב
 

 הוכיחו או הפריכו: .n מסדר ,B-ו A ,נתונות שתי מטריצות ריבועיות (30

 אותם ערכים עצמיים. BA-ו AB- ל . א

 ,B-ו Aשל  ,שונה מאפס ,וקטור עצמי v-נניח ש .ב
4 גם הוא וקטור עצמי של המטריצה vאז  10A B+. 

 

 מטריצה ריבועית הניתנת ללכסון.  Aתהי  (31

A, המטריצה  kהוכיחו כי לכל סקלר  . א kI+ .ניתנת ללכסון 

 הערך העצמי את , מצאו Aהוא ערך עצמי של המטריצה  4אם  .ב
A. של המטריצה kI+ 

 

3מטריצה ממשית מסדר  Aתהי  (32 3.   1ידוע כי 2,v v של  "עהם וA ,שונים מאפס  ,

1  "עהמתאימים לע וכי   ,=
3v 1 "עהמתאים לע ,שונה מאפס ,"עהוא ו = −. 

 כל אחת מהטענות:  הוכיחו או הפריכו

1אם הווקטורים   . א 2,v v  2018בת"ל, אזA I=. 

 ניתנת ללכסון.  A .ב

1קטורים והוא צרוף לינארי של הו 3v . ג 2,v v . 
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 הוכיחו או הפריכו: (33

 כל מטריצה הניתנת ללכסון היא הפיכה. . א

 כל מטריצה הניתנת ללכסון היא לא הפיכה. .ב

 כל מטריצה הפיכה ניתנת ללכסון.  . ג

קטור ואשר הו Aמת מטריצה יקי .ד

4

1

10

 
 
 
 
 

 .14הוא ו"ע שלה השייך לע"ע  

 

  Qמטריצה והניתנת ללכסון  Bמטריצה  :nנתונות שתי מטריצות מסדר  (34
 הפריכו:הוכיחו או הפיכה. 

1Qהמטריצה   . א BQ−   .אלכסונית 

1Qהמטריצה   .ב BQ− .ניתנת ללכסון 

 

 "ע.הוא ו vשעבורן   ,nאת קבוצת כל המטריצות מסדר  W- נסמן ב (35

 .nתת מרחב של מרחב המטריצות מסדר    Wהוכיחו כי   . א

עבור .ב
4

2 ,
0

n v
 

= =  
 

 .W- מצאו בסיס ל, 

 

תהי  (36
1

4 1

a
A

 
=  
 

 .ממשי קבוע aכאשר  ,

3aעבור   . א תנו דוגמה לזוג   ,=
x

y

 
 
 

 .A שאינו וקטור עצמי של 

הזוג  ,aעבור איזה ערך של   .ב
1

2

 
 
 

 ?A הוא וקטור עצמי של 

20יהי  . ג u  וקטור שאינו ו"ע של A. 

 הוכיחו כי הקבוצה ,u Au,  2מהווה בסיס של. 

 

2Aאם  ,תיקרא אידמפוטנטית Aמטריצה ריבועית  (37 A=. 
 מטריצה אידמפוטנטית.  Aתהי 

 בלבד. 1או  0הם  A הוכיחו כי הערכים העצמיים של . א

 .A  רשמו את כל האפשרויות עבור הפולינום המינימלי של .ב

 לינאריים.מתפרק לגורמים  A הוכיחו כי הפולינום האופייני של . ג

 ניתנת ללכסון. Aי  הוכיחו כ .ד

)הוכיחו כי   .ה ) ( )tr rankA A=  .)סעיף זה דורש ידע בדימיון מטריצות( 
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 הוכיחו או הפריכו: .5מטריצה ממשית מסדר  Aתהי  (38

קיים תת מרחב   . א |W u Au u = dim-כך ש ,5Rשל  = 1W . 

אם  .ב
1 2,u u ו"ע של  A ,וקטור ואז גם ה

1 2u u+  ו"ע שלA. 

 אז לשתי המטריצות , Aשקולת שורות למטריצה  B אם המטריצה . ג
 אותם ערכים עצמיים. 

 אז כל הערכים העצמיים שלה שונים זה מזה. , R לכסינה מעל A אם .ד

 A שונים זה מזה, אז המטריצה A אם כל הערכים העצמיים של .ה
 .R לכסינה מעל 

 

 שכל הערכים העצמיים שלה ממשיים.  ,4מטריצה ממשית מסדר  A תהי (39
 ,2ידוע שהערך העצמי הקטן ביותר של המטריצה הוא 

 .4והערך העצמי הגדול ביותר של המטריצה הוא 
 מכאן נובע ש:

) . א )rank 4A = 

 לכסינה.  A .ב

)  . ג )tr 10A  

127A .ד  

2-כך ש ,A של v ים וקטור עצמייק .ה 2A v v=. 

 

 מספר טבעי.  n מטריצה ריבועית ויהי A תהי (40
 הוכיחו או הפריכו:

 .nA וקטור עצמי גם של v אז, A  וקטור עצמי של v אם . א

 .A לוקטור עצמי גם ש v אז, nAוקטור עצמי של   v אם .ב

 לכסינה. nAאז  ,לכסינה  A אם . ג

 לכסינה. A אז ,לכסינה  nAאם  .ד

 

)2שהפולינום המינימלי שלה הוא , A נתונה מטריצה (41 ) ( 1)m x x= −. 

2הוכיחו כי המטריצה   4 3A A I+  הפיכה. +

 

שהערכים העצמיים של מטריצה סימטרית ממשית הם בהכרח   וחיהוכ (42
 . ממשיים

 

 .Aנתונה מטריצה סימטרית ממשית   (43
המתאימים לערכים עצמיים שונים הם  A וקטורים עצמיים שלוש וחיהוכ

 אורתוגונליים.
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 .n מטריצה ממשית מסדר A תהי (44

kA- טבעי כך ש k( קיים 2) ניתנת ללכסון. A (1)  נתון: I= . 

2Aצריך להוכיח:  I=. 
 

 הסעיפים הבאים:ענו על  (45

nמטריצה מסדר  Aתהי  . א n 1, לכסינה ובעלת דרגה. 
 .0- הוכיחו שהעקבה שלה שונה מ

 .nמסדר נילפוטנטית  מטריצה ריבועית  Aתהי  .ב
 , ושהוא הע"ע היחיד שלה.Aע"ע של  0-הוכיחו ש

 

נתונה המטריצה  (46

5 6 6

1 4 2

3 6 4

A

− − 
 

= −
 
 − − 

. 

 לכסינה. A-הוכיחו ש . א

1114האם המטריצה  .ב 10 20B A A I= −  הפיכה? +

 

nתהי  (47 nA 
2מטריצה ריבועית ממשית שמקיימת   0A I+ =. 

 :ד'-את הטענות בסעיפים א' הוכיחו

 הפיכה. A . א

 לא ניתנת לליכסון.  A .ב

 לא סימטרית. A . ג

 זוגי. n .ד

 מרוכבת?  A' נשארת נכונה גם אם המטריצה דהאם הטענה בסעיף  .ה
 

 קבוע. cויהי  nמטריצה מסדר  Aתהי  (48
 .vעם וקטור עצמי   Aע"ע של המטריצה  -ידוע ש

cכי   הוכיחו . א Aהוא ערך עצמי של המטריצה   + cI+  עם וקטור עצמיv. 

שווה לריבוי   Aשל המטריצה  שהריבוי האלגברי של הע"ע  הוכיחו .ב
cהאלגברי של הע"ע   Aשל המטריצה   + cI+. 

שווה לריבוי   Aשל המטריצה  שהריבוי הגיאומטרי של הע"ע  הוכיחו . ג
cהגיאומטרי של הע"ע   Aשל המטריצה  + cI+. 
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על ידי  Aנתונה מטריצה  (49
ij

b i j
a

a i j

=
= 


1כאשר    ,i j n . 

 .Aקטורים העצמיים של המטריצה והערכים העצמיים ואת הואת חשבו 
 אותה.  נוהאם המטריצה ניתנת ללכסון, אם כן, לכסקבעו 

|גם את חשבו בעזרת התוצאות שקיבלת  |A. 
 הערה: ניתן לפתור ללא חישוב של הפולינום האופייני.

 

 .nמסדר מטריצה ממשית  Aתהי  (50
 :הוכיחו

 זוגי אז למטריצה לפחות ע"ע ממשי אחד.-אי nאם  . א

 . Aהוא ע"ע של  אז גם הצמוד המרוכב שלו   Aע"ע של  אם  .ב
 

 .nמטריצה מסדר  Aתהי  (51

 :הוכיחו

2Aאז  -1או  1ניתנת ללכסון ואם הערכים העצמיים שלה הם  Aאם  . א I=. 

|אז   1-ממשיים וקטנים מ A ערכים העצמיים שלאם כל ה .ב | 0I A− . 
 

 סימטרית ממשית. - מטריצה אנטי Aתהי  (52
 הוא מספר מדומה. Aשכל ערך עצמי של  הוכיחו

 ממשי. bכאשר    biתזכורת: מספר מדומה הוא מספר מהצורה 
 

 ענו על הסעיפים הבאים: (53

הגדר את המושגים מטריצה צמודה, מטריצה נורמלית ומטריצה  . א
 אוניטרית. 

 צטט משפט מפורסם הנוגע ללכסינות מטריצות נורמליות. 
 סימטרית ממשית. - מטריצה אנטי Aתהי 

 נורמלית.  Aשהמטריצה  הוכיחו .ב

 היא זוגית.  Aשהדרגה של  הוכיחו . ג
 הערה: תרגיל זה מיועד רק למי שלמד מספרים מרוכבים.

 

)סדרה  (54 )na :1 מוגדרת רקורסיבית על ידי 2 0 15 6 1n n na a a a a− −= − = =. 

 )כלומר, נוסחה לא רקורסיבית(.  naביטוי סגור עבור מצאו 

 

)סדרה  (55 )na :1מוגדרת רקורסיבית על ידי 2 3 0 1 22 2 2, 4n n n na a a a a a a− − −= + − = = =. 

 )כלומר, נוסחה לא רקורסיבית(.  naביטוי סגור עבור מצאו 
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 תשובות סופיות 

 .הוכחההשאלות בנושא זה הן שאלות 

 . GooL.co.ilכנסו לאתר ילפתרונות מלאים ה

 .הוכחהשאלת  (1

 .260א. הערך העצמי הוא  (2

4A.  2א. (3 = 

 .הוכחהשאלת  (4

 .הוכחהשאלת  (5

6) (0,0, )D diag k= 

 .הוכחהשאלת  (7

)2א.  (8 ) ( 10) ( 4)p   = − − 

 . 2עם ריבוי אלגברי וגיאומטרי  10. ע"ע 1אלגברי וגיאומטרי עם ריבוי  4ב. ע"ע 
D(10,10,4)ג.  diag=  .ה. לא.  ד. כן 

9) ( )diag 1, 1, 2, 2,3− − 

)-ו 0 (10 )tr A. 

 .הוכחהשאלת  (11

12) ( ) ( ) ( )2, 5, 5 , 5,2, 5 , 5, 5,2diag diag diag− − − − − − 

13) ( ) 0, ( ) 1, ( ) 2rank A rank B rank C= = = 

14) 0,1, 1− 

 .הוכחהשאלת  (15

ב.   (16
2 / 3 1/ 3

1/ 3 2 / 3

− 
 
− 

 

 .הוכחהשאלת  (17

|א.  (18 | 2A )2ב.   = ) 25tr A )ג.   = ) 6tr A = 

א.  (19
1 3 1 3

, ,1
2 2

i i− + − −
,0ב.      1,  0a b c= = = 

2 .א (20

4 ( ) 4 16Ap x x bx c= + + 

 11ב.   19א.  (21

 .הוכחהשאלת  (22

23) ( )diag 1,1, 3 , 8 9i i− − + 

|א.  (24 5A = )- ו − ) 0tr A )ב.    = )tr 2 3A I− = − 

 .הוכחהשאלת  (25

)ה.  (26 1) | |n B− = 

27) | | 384A = − 

1
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28) 2( ) ( 2) ( 7)Mm x x x= − − 

)2א.  (29 ) ( 5) ( 6)( 7)Mp x x x x= − − − 

 .הוכחהשאלת  (30

4ב.   (31 k+ 

 .הוכחהשאלת  (32

 .הוכחהשאלת  (33

 .הוכחהשאלת  (34

ב.   (35
1 0 0 1 0 0

, ,
0 0 0 0 0 1

WB
      

=       
      

 

א.  (36
1

1

 
 
 

ב.    
1

2

 
 
 

  

)ב.   (37 ) , ( ) 1, ( ) ( 1)p x x p x x p x x x= = − = − 

 .הוכחהשאלת  (38

 .הוכחהשאלת  (39

 .הוכחהשאלת  (40

 .הוכחהשאלת  (41

 .הוכחהשאלת  (42

 .הוכחהשאלת  (43

 .הוכחהשאלת  (44

 .הוכחהשאלת  (45

 .הוכחהשאלת  (46

 .הוכחהשאלת  (47

 .הוכחהשאלת  (48

49)  1( ) ( 1)nA b a a n b−= − − + 

 .הוכחהשאלת  (50

 .הוכחהשאלת  (51

 .הוכחהשאלת  (52

 .הוכחהשאלת  (53

54) 12 3n n

na += − 

55) ( )11
3 ( 1) 2

3

n n

na += + − + 

1

פרק 13ערכים עצמיים-וקטורים עצמיים-לכ...

158

158



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון –כתב ופתר  
 

 חקירת הלכסינות של מטריצה

 שאלות 

 נתונה המטריצה (1

4 0 0

1 0

1 0

A k

k

 
 

=
 
 
 

 .ממשי קבוע kכאשר   ,

 המטריצה לכסינה? k לאיזה ערכים של . א

 .A- מטריצה אלכסונית הדומה ל  ולכסינה מצא A במקרים בהם .ב

 

 נתון (2

4 0 0

1 0

1 1

A k

k

 
 

=
 
 
 

 .ממשי קבוע kכאשר  ,

 ?לכסינההמטריצה )אם בכלל(  kלאיזה ערכים של 

 

2נתונה המטריצה  (3

2

1 0 0

1 0

1 0

A a

a

 
 

=  
 
 

 .a, כאשר  

 .לכסינה מעל   A- , כך שaמצאו את כל ערכי   . א

 מטריצה אלכסונית הדומה לה. ולכסינה מצא  Aו במקרה ב .ב

 

נתונה המטריצה  (4

1 1

1 1

1 1

m

A m

m

 
 

=
 
 
 

 .m, כאשר  

 לכסינה?  A, המטריצה  mעבור אילו ערכים של  
 כאשר היא לכסינה, רשמו מטריצה אלכסונית הדומה לה.

 

 נתון (5

2 2 1

1 1 2

0 6

k k k

A k

k

− + 
 

= − −
 
 − − 

 חיובי.  ממשי קבוע kכאשר  ,

 ?A יהיה ערך עצמי של המטריצה 2המספר  kלאיזה ערך של הפרמטר  . א

 שמצאת בסעיף א:  k-עבור ערך ה 

 . 2את הריבוי האלגברי והריבוי הגיאומטרי של הערך העצמי   ומצא .ב

 מטריצה אלכסונית הדומה לה. ושהמטריצה ניתנת ללכסון ומצא וחיהוכ . ג
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1  נתונה המטריצה הממשית (6 3 2

2 8 5

a b b

A

 
 

= −
 
 − − 

. 

 .בלבד -1-ו 1יהיו  Aעבורם הערכים העצמיים של  b-ו aמצאו את ערכי   . א

 האם המטריצה לכסינה.  ובסעיף א' קבע  םשמצאת b-ו  aעבור ערכי   .ב

 

נתונה המטריצה  (7

2 0 2

1 1 2

0 0

a

A a

a

− 
 

= − 
 
 

 ., מעל 

 .לכסינהA, עבורם  aמצאו את כל הערכים של  . א

 . A-הדומה ל Dלכסינה מצאו מטריצה אלכסונית  Aבמקרים בהם  .ב

 

נתונה המטריצה  (8

2 0

0 2 0

0 0 2

a a

A a

a

 
 

=  
 + 

 .a, כאשר  

 .A, מצאו את הערכים העצמיים של aעבור כל ערך של   . א

 לכסינה? A, המטריצה aעבור אילו ערכי   .ב
 . A-הדומה לבכל אחד מהמקרים, רשמו מטריצה אלכסונית 

 

: נתונה המטריצה הבאה מעל  (9

0 0

1 0

0 1

a

A b

c

 
 

=
 
 
 

 , 

,כאשר  ,a b c  1מספרים ממשיים המקיימיםa b c− + = −. 

 ומצאו את הריבוי הגיאומטרי שלו.Aהוא ערך עצמי של   −1הוכיחו כי   . א

1aנתון כי   .ב b=  . 
 מיים. הוכיחו כי המטריצה ניתנת ללכסון ומצאו את כל ערכיה העצ

ידוע כי   . ג
2

0
2

b a
a

− 
+  

 
. 

 שהמטריצה לא ניתנת ללכסון.  וחיהוכ

 

a,מצאו את כל הערכים של המספרים הממשיים   (10 bכך שהמטריצה , 

0

0

0 0

a b a

A b a

b

− 
 

=  
 
 

 לכסינה. 
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נתונה המטריצה  (11

0 0

0 0

1 2 1

a

A b

 
 

=
 
 
 

. 

a,עבור אילו ערכי   . א b A  .לכסינה? נמקו 

דומה   A- לכסינה, רשמו מטריצה אלכסונית שA- בכל אחד מהמקרים ש .ב
 לה. 

 

נתונה המטריצה  (12

3 0 0 0

1 2 0 0

0 0 2 0

0 0

A

a b

 
 
 =
 
 
 

a,, כאשר   b. 

 לכסינה.  A- , כך שb-ו aמצאו את כל הערכים של 
 בכל מקרה בו היא לכסינה, רשמו מטריצה אלכסונית הדומה לה. 

 

נתונה מטריצה ממשית  (13

1 3

3 5 3

1 1 1

a

A

− 
 

= −
 
 − − 

 פרמטר ממשי.  a, כאשר  

2-ידוע ש =  .2הוא ערך עצמי שלה, עם ריבוב גיאומטרי  −

 ?aמהו ערכו של  . א

 האם המטריצה לכסינה? .ב

 

נתונה המטריצה  (14

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

a

a
A

a

a

 
 
 =
 
 
 

 .a, כאשר  

 ?? מעל לכסינה מעל   A- , כך שaהאם קיימים ערכי  
 .A- , רשמו מטריצה אלכסונית הדומה לaאם כן, עבור כל ערך כזה של 

 

נתונה המטריצה  (15

1 0 0

2 2A a a

a a a

 
 

= −
 
 − 

 ., מעל 

 לכסינה: Aעבורם   aמצאו את כל ערכי  

 .מעל   . א

 .מעל   .ב
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 תשובות סופיות 

4kא.  (1     .4)ב, , )D diag k k= 

 .kלא ניתנת ללכסון לכל ערך של    Aהמטריצה   (2

1aלכסינה אם ורק אם  Aא.  (3  .   .ב( )2 21, ,D diag a a= − 

4) A  לכסינה לכלm ודומה למשל ל -( 1, 1, 2)D diag m m m= − − + 

3kא.  (5 ,2)ג.  .1 = ר"ג .1 = ר"א .ב  = 3, 5)D diag= − − 

,3א.  (6 4a b= = ,1או  − 0a b=  .המטריצה לא לכסינהב.   =

)דומה למטריצה אלכסונית  ב.   .aלכסינה עבור כל   Aא.  (7 ,1,2)D diag a=. 

,0אם  א.  (8 2, 1a  2, אז יש שלושה ע"ע שונים − ,2 , 2a a a+. 

0aאם         .2-ו 0, הע"ע הם =
1aאם        =  .−2-ו 1, הע"ע הם −
2aאם         .4, יש ע"ע אחד והוא =
,2לכסינה אם ורק אם  Aב.   1a  −. 

)במקרה זה היא דומה למטריצה   )2 , 2 , 2D diag a a a= +. 

 שאלת הוכחה. (9

0aאם  (10 b= 0aאו אם , =  0-וb  .לכסינהAאז  ,=

 לכסינה בשלושה מקרים:  Aא+ב.   (11
0,1aכאשר   1,0)- ואז דומה ל, )D diag a= 

0aאו כאשר  0bוגם  = D(0,0,1)-ואז דומה ל = diag= 

1aאו כאשר  וגם  =
1

2
b = D(0,1,1)-ואז דומה ל − diag= 

12) A :לכסינה אם ורק אם 
1 .2,3b   3,2,2)ואז, )D diag b=. 

2b. 2 או 0aוגם  = D(3,2,2,2)ואז  = diag=. 

3b. 3 או 0aוגם  = D(3,3,2,2)ואז  = diag=. 

3aא.  (13  כן.  ב.  =

0aלכסינה אם : מעל   (14 D(0,0,0,0)-ודומה ל = diag= . 

)-דומה ל aלכסינה לכל : מעל   , , , )D diag a a ai ai= − − . 

0aאם ורק אם  לכסינה מעל   Aא.  (15  . aלכל   לכסינה מעל   Aב.   . =

1
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 דמיון מטריצות 

 שאלות 

 כי:הוכיחו מטריצות דומות.  B-ו A-שידוע  (1

| . א | | |A B= 

) .ב ) ( )tr trA B= 

 אותו פולינום אופייני. B-ו A- ל . ג

 

1Pבאינדוקציה: אם הוכיחו  (2 AP B− 1nאז  ,= nA PB P−=. 

 

 ענו על הסעיפים הבאים: (3

  .4Aדומה למטריצה  Aידוע כי  ו n מטריצה ממשית מסדר Aידוע כי   . א
 מטריצה לא הפיכה.  Aהוכיחו כי  

הוכיחו שהמטריצות  .ב
0 1 0 4

, 4
0 0 0 0

A A
   

= =   
   

 דומות.  

 

נתונות שתי מטריצות ממשיות:  (4
2 0 0

1 3 2 , 1 7 0

2 8 5 9 17 6

a b b

A B

   
   

= − = −
   
   − − −   

. 

a,האם קיימים קבועים ממשיים  b ,  כך שהמטריצהA דומה למטריצה B? 

 

, :n נתונות שלוש מטריצות ריבועיות מסדר (5 ,A B C.  כיהוכיחו: 

 דומה לעצמה. A . א

 . A- דומה ל Bאז  ,B-דומה ל Aאם  .ב

 .C- דומה ל Aאז  ,C-דומה ל B- ו B-דומה ל Aאם  . ג

 .−1B- דומה ל −1A אז ,ושתיהן הפיכות B-דומה ל Aאם  .ד

 טבעי. kלכל  ,kB- דומה ל kAאז  ,B-דומה ל Aאם  .ה

)- ו B-דומה ל Aאם  .ו )q x אז ,פולינום ( ) q A דומה ל-( ) q B . 

 .TB- דומה ל TAאז  ,B-דומה ל Aאם  .ז

)אז  ,B-דומה ל Aאם  .ח ) ( )rank rankA B=. 

)אז  ,B-דומה ל Aאם  . ט ) ( )Nullity NullityA B=. 

 

)  – הערה )Nullity A= 0 מימד מרחב הפתרונות של המערכת ההומוגניתAx =. 

1
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 :הפריכואו הוכיחו  (6

 הן דומות.  ,אותו פולינום אופייני 3אם לשתי מטריצות מסדר  . א

 הן דומות.  ,אותו פולינום מינימלי 3אם לשתי מטריצות מסדר  .ב

 , אם לשתי מטריצות אותו פולינום אופייני ואותו פולינום מינימלי . ג
 אז הן דומות. 

 המטריצות הבאות דומות .ד
3 0 0 1 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 0 1 1 1

A B
   
   = =
   
   

. 

 

 .2- ו 1, 0יש ערכים עצמיים  3מסדר  A ידוע שלמטריצה ריבועית (7
 : מדוע לא ניתן לעשות זאתהסבירו  כל אחד מהבאים או  וחשב

) . א )rank A 

) .ב )dim Ker A 

)tr . ג )A 

TA .ד A 

TA ע"ע עבור .ה A. 

) ע"ע עבור .ו )
1

24 10A A I
−

+ +. 

 

)  – הערה  ) ( )dim Ker NullityA A= 

 

 פולינום מינימלי. כי למטריצות דומות אותו הוכיחו  (8

 

 ענו על הסעיפים הבאים: (9

 .C שתי מטריצות הדומות למטריצה B-ו A . א
 .B- דומה ל  A  כי וחיהוכ

  שהמטריצות הבאות דומות: וחיהוכ .ב
1 2 1 1

,
2 4 4 4

A B
   

= =   
   

. 

 

 המטריצות הבאות דומות:  xעבור אילו ערכים של   (10

3 0 1 1 0

2 1 1 , 0 1 0

2 0 0 1 2

x

A B

x

−   
   

= − =
   
   −    

 

 

 

1
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 הוכיחו שכל אחת מהמטריצות הבאות אינה דומה לאף אחת מהאחרות:  (11

1 0 1 1 1 0 1 0 1 1 0 1

0 1 0 , 0 1 1 , 1 1 0 , 1 1 0

0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1

A B C D

−       
       

= = = = −
       
       
       

 

 

,נתונות שתי מטריצות  (12 [ ]nA B M. 

 ניתנת ללכסון.  A  נתון כי
 :וחיהוכ

B דומה ל-A אם ורק אם B ניתנת ללכסון והיא בעלת אותם ע"ע כמו של A. 

 

נתונות המטריצות  (13

2 0 0

2 2

3 1 1

A a

− 
 

=
 
 
 

-ו 

1 0 0

0 2 0

0 0

B

b

− 
 

=  
 
 

a,, כאשר  b. 

 דומות? B-ו Aהמטריצות   b-ו aעבור אילו ערכים של  

 

נתונות המטריצות  (14

1 0

0 3 0

0 1

a

A

a

 
 

=
 
 
 

-ו 

3 0 0

0 1 0

0 0 3

B

 
 

= − 
 
 

 .a, כאשר 

1P  -כך ש  P האם קיימת מטריצה הפיכה וקבע AP B− =. 

 

נתונות המטריצות  (15

1 0 ... 0 0

0 2 ... 0 0

0 0 ... 1 0

0 0 ... 0

A
n

n

 
 
 =
 −
 
 

-ו 

0 ... 0 0

0 1 ... 0 0

0 0 ... 2 0

0 0 ... 0 1

n

n
B

 
 

−
 =
 
 
 

. 

  -כך ש ,P  מטריצה הפיכה ואם כן, מצא האם המטריצות דומות. וקבע
1P AP B− =. 

 

A,תהיינה  (16 B מטריצות ב-( )nM וכן  1, בעלות דרגה ,( ) ( )tr trA B k= כאשר   ,=

k 0-מספר ממשי שונה מ. 

 .B-ו Aמצאו את הפולינום האופייני של  . א

 דומות.  B-ו A-הוכיחו ש .ב
  

1
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3מטריצה מסדר  Aתהי  (17 3  עם פולינום אופייני( ) ( )( )
2

1 4p t t t= − ונתון כי  , +

(4 ) 1I A + =. 

 .2A רשמו את הפולינום האופייני של . א

4הוכיחו שהמטריצה   .ב 10 9A A I−  לא הפיכה, ומצאו את ממד מרחב +

)הפתרונות של המערכת   )4 10 9 0A A I x− + =. 

 

,נתון כי   (18 , , [ ]nA B C D M כך ש-A  דומה ל-B ו -C דומה ל-D. 

 :יכואו הפר וחיהוכ

A . א C+ דומה ל-B D+. 

 .BD-דומה ל AC .ב
 

 :יכואו הפר וחיהוכ (19

 אם שתי מטריצות שקולות שורה אז הן דומות. . א

 אם שתי מטריצות הן דומות אז הן שקולות שורה. .ב
 

 ענו על הסעיפים הבאים: (20

Aאז  B-דומה ל A : אםוחיהוכ . א kI− דומה ל- B kI−. 

 האם המטריצות הבאות דומות:  ובדק .ב

 

1 1 1 1 1 0

0 1 0 , 0 1 1

0 0 1 0 0 1

A B









=


 
 




 

=


 






 

 האם המטריצות הבאות דומות:  ובדק . ג

1 1 1 0

0 0 ,

0

5 7

2

0 0

2

2

0

20

7A B









=


 
 




 

=


 






 

 

 מטריצות דומות.  B-ו A  נתון כי (21
 גיאומטרי זהה. ואותם ערכים עצמיים עם ריבוי אלגברי  B-ו A-הוכיחו של

 

7מטריצה ממשית מסדר  Aתהי  (22 7 4, בעלת דרגה. 

)נתון שהפולינום  ) 4 27 10q t t t= − )מחלק את הפולינום האופייני  + )p t  שלA. 

 .Aמצאו את הפולינום האופייני של 

 לכסינה ומצאו מטריצה אלכסונית שדומה לה.  A-הוכיחו ש . א

)מצאו את   .ב )2tr A. 

 

1
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,נתונות שתי מטריצות  (23 ( )nA B M R. 

 :יכואו הפר וחיהוכ

B אם . א I+ דומה ל- I A− 2 אזA 2 -דומה לB . 

אותה דרגה, אותו פולינום אופייני, אותה דטרמיננטה  B - ול A -אם ל .ב

)ואותו סכום איברי אלכסון  )trace  .אז הן בהכרח דומות 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 הוכחה.שאלת  (1

 הוכחה.שאלת  (2

 הוכחה.שאלת  (3

 לא.  (4

 הוכחה.שאלת  (5

 הוכחה.שאלת  (6

1ו.  ה. לא ניתן לחשב. 0ד.  3ג.  1ב.  2א.  (7 1
15 371, , 

 הוכחה.שאלת  (8

 שאלת הוכחה. (9

10) 0x = 

 שאלת הוכחה. (11

 שאלת הוכחה. (12

13) 2b = 0a-ו − = 

2aכן, עבור   (14 =  

 .0ושאר האיברים  1מטריצה שהאלכסון המשני שלה  P -המטריצות דומות ו (15

)א.  (16 ) ( ) 1n n

A Bp t p t t kt −= =  ב. שאלת הוכחה. −

)2א.  (17 ) ( 1)( 16)p x x x= −  . 1ב. ממד מרחב הפתרונות הוא  .−

 שאלת הוכחה. (18

 שאלת הוכחה. (19

 לא דומות.ג.   לא דומות. ב.  שאלת הוכחה.א.  (20

 שאלת הוכחה. (21

)א.  (22 )0,0,0, 2, 2, 5, 5D diag= − )ב.   − )2 14tr A = 

 שאלת הוכחה. (23

1
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מבוא מתמטי לפיסיקאים 2 (ממפיס 2)
פרק 14 - העתקות ליניאריות

תוכן העניינים

1. העתקות ליניאריות י 168

2. גרעין ותמונה של העתקות ליניאריות י 170

3. העתקות לינאריות חד-חד ערכיות ועל, איזומורפיזם י 173

4. פעולות עם העתקות ליניאריות י 177
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 העתקות לינאריות 

 שאלות 

 : אם היא העתקה לינארית , עבור כל אחת מההעתקות,ו, קבע15-1בשאלות 

1) 2 2( , ) ( , ) ; :T x y x y x y T R R= + − →  

 

2) 3 3( , , ) ( 2 , 2 ,2 2 3 ) ; :T x y z x y z x y z x y z T R R= + − + + + − → 

 

3) 3 2( , , ) (2 ,| |) ; :T x y z x z y T R R= + → 

 

4) 2 3( , ) ( , , ) ; :T x y xy y z T R R= → 

 

5) 3 3( , , ) ( 1, , ) ; :T x y z x x y y z T R R= + + + →  

 

6) ( )[ ] ( ) ; : [ ] [ ]n n nB M R T A BA AB T M R M R = + → 

 

7) ( ) ; : [ ] [ ]T

n nT A A A T M R M R= + → 

 

8) ( ) | | ; : [ ] [ ]n nT A A I T M R M R=  → 

 

9) ( ) ; : [ ] [ ]T

n nT A A A T M R M R=  → 

 

10) 1( ) ; : [ ] [ ]n nT A A T M R M R−= → 

 

11) 2 3 2

3 2( ) ; : [ ] [ ]T a bx cx dx a bx cx T P R P R+ + + = + + → 

 

12) ( )( ) ( 1) ; : [ ] [ ]n nT p x p x T P R P R= + → 

 

13) ( )( ) '( ) ''( ) ; : [ ] [ ]n nT p x p x p x T P R P R= + → 

 

14) ( ) 2

2( ) ( ) ; : [ ] [ ]n nT p x p x T P R P R= → 

 

15) ( ) ( ), ; : [ ] [ ]F C F R T z z T C F C F= = = →  

1
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ההעתקה הבאה תהיה לינארית: ,)אם יש כזה( mעבור איזה ערך של הקבוע  (16

( )2 2 2 2 2( , ) , ; :m mT x y m x y x T R R= + →? 

 

 האם קיימת העתקה לינארית המקיימת את הנתון.  ו, קבע20-17בשאלות 
 מדוע.  והאם היא יחידה. אם לא, נמק ואת ההעתקה וקבע ואם כן, מצא 

17) 3 3:T R R→ (1,1,0)- כך ש (1,2,3) , (0,1,1) (4,5,6) , (0,0,1) (7,8,9)T T T= = =. 

 

18) 3 3:T R R→ (1,0,1)- כך ש (1,1,0) , (0,1,1) (1,2,1) , (0,0,1) (0,1,1)T T T= = =. 
 

19) 4 3:T R R→ כך ש - 
(1,2, 1,0) (0,1, 1) , ( 1,0,1,1) (1,0,0) , (0,4,0,2) (2,2, 2)T T T− = − − = = −. 

 

20) 2 2: [ ] [ ]T P R P R→ כך ש-  ( ) ( ) ( )2 21 4, 4 , 1 1T T x x x T x x= + = − = +. 

 

3נתונה העתקה לינארית  (21 3:T R R→ ,:המקיימת    
1 2 3

1 2 3

1 2 3

(1,0,0) ( , , )

(0,1,0) ( , , )

(0,0,1) ( , , )

T a a a

T b b b

T c c c

=

=

=

. 

   שנוסחת ההעתקה נתונה על ידי וחיהוכ . א
1 1 1

2 2 2

3 3 3

x a b c x

T y a b c y

z a b c z

    
    

=
    
    
    

. 

:טענה דומה לטענה מסעיף א' עבור   וחיוהוכ ונסח .ב n mT R R→. 

 

T:נתונה העתקה לינארית  (22 V V→. 
 :יכואו הפר וחיהוכ

 אם . א 1 2( ), ( ),..., ( )kT v T v T v   קבוצה בת"ל, אז 1 2, ,..., kv v v  .קבוצה בת"ל 

אם  .ב 1 2, ,..., kv v v   קבוצה בת"ל, אז 1 2( ), ( ),..., ( )kT v T v T v  .קבוצה בת"ל 

 
 

 תשובות סופיות 

 לא  (5 לא  (4 לא  (3 כן (2 כן (1

 לא  (10 לא  (9 לא  (8 כן (7 כן (6

 לא  (15 לא  (14 כן (13 כן (12 כן (11

 כן (20 כן (19 כן (18 כן (17 כן (16

  הוכחה.שאלת  (22 הוכחה.שאלת  (21
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 של העתקות לינאריות  תמונהו  גרעין

 : ומצא ,6-1בשאלות  עבור כל אחת מההעתקות 

 .מד לגרעיןי בסיס ומ . א

 . מד לתמונהי בסיס ומ .ב

1) 4 3( , , , ) ( , 4 ,4 4 ) , :T x y z t x y y z t x y z t T R R= + − + + + − → 

 

2) 3 4( , , ) ( 4 , , , 4 ) , :T x y z x y z x y y z x z T R R= − − + − + → 

 

3) 4 3

1 2 3 1

( , , , ) 1 3 5 2 , :

2 6 10 4

x

y
T x y z t T R R

z

t

 
  
  = − →
  
 −   

 

 

 

4) 
2 2

1 2 1 2
( ) , : [ ] [ ]

0 3 0 3
T A A A T M R M R

   
=  −  →   

   
 

 

5) ( ) 2 2( ) ( 1) ( 4) , : [ ] [ ]T p x p x p x T P R P R= + − + → 

 

6) ( ) 3 3( ) '( ) , : [ ] [ ]D p x p x D P R P R= → 

 

3העתקה לינארית מצאו  (7 3:T R R→ , 

:אשר תמונתה נפרשת על ידי (4,1, 4), ( 1, 4,1)−. 

 

4העתקה לינארית מצאו  (8 3:T R R→ , 

 :אשר הגרעין שלה נפרש על ידי (0,1,1,1) , (1, 2,3, 4). 

 

T:נתונה העתקה לינארית  V U→. 

)כי אם  וחיהוכ (9 ) ( )dim Im dim KerT T= של   אז הממדV .זוגי 

 
 :וכיאו הפר וחיהוכ (10

5קימת העתקה לינארית  . א 5:T R R→   שעבורה( ) ( )Ker ImT T=. 

4קימת העתקה לינארית  .ב 4:T R R→   שעבורה( ) ( )Ker ImT T=. 
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T:ידוע שהעתקה לינארית  (11 V W→, 

)מקיימת:  ) ( ) ( )dim Im dim Ker , dim 4T T W= =. 

 ?V מי מבין הבאים יכול להיות הממד של

 10 . א

 9 .ב

 7 . ג

 6 .ד

 כל התשובות לא נכונות. .ה

 
 :וכיאו הפר וחיהוכ (12

T:לכל העתקה לינארית  . א V V→   מתקיים( ) ( )2Im ImT T. 

T:לכל העתקה לינארית  .ב V V→  :שמקיימת

( ) ( ) ( ) ( )2 2Im Im , Ker KerT T T T= 2Tמתקיים    ,= T=. 

T:לכל העתקה לינארית  . ג V V→,   המקיימת( ) ( )Im KerT T, 

0Tאז בהכרח   . 

 

מטריצה   (13
m nA 

)מגדירה העתקה   ) ; : n mT x Ax T R R= →, 

Tואילו 

n mA    מגדירה העתקה( ) ; :T m nS y A y S R R= →. 

)כי   והרא ) ( )( )Im KerT S
⊥

=. 
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 תשובות סופיות 

)בסיס:   –גרעין  (1 ) 0,0,1,  . 3, מימד: 3כל בסיס של  –. תמונה 1, מימד: 4

)בסיס:   –גרעין  (2 ) 0,0,0 :0, מימד. 

)בסיס:   –תמונה  ) ( ) ( ) 1,1,0,1 , 0,5,1,4 , 0,0,  .3, מימד: −6,21

)בסיס:   –גרעין  (3 ) ( ) 7,3,0,1 , 1, 2,1,0−  .2, מימד: −

)בסיס:   –תמונה  ) ( ) 1,1, 2 , 0,1,  .2, מימד: 2

בסיס:   –גרעין  (4
1 1 1 0

,
0 0 0 1

 −    
    
    

 .2, מימד: 

בסיס:   –תמונה 
0 1 1 0

,
0 0 1 1

    
    

−    
 .2, מימד: 

)בסיס:  –גרעין  (5 ) 1p x  .1, מימד: =

)בסיס:   –תמונה  ) ( ) 2 5 , 1p x x p x= +  .2, מימד: =

)בסיס:  –גרעין  (6 ) 1p x  .1, מימד: =

)בסיס:   –תמונה  ) ( ) ( ) 2 , , 1p x x p x x p x= =  .3, מימד: =

7) 

4 1 1

1 4 1

4 1 1

x x

T y y

z z

− −    
    

=
    
    
    

 

8) ( ) ( ), , , , 2 ,0T x y z t x y z x y t= − − + − − + 

 הוכחה.שאלת  (9

 לא.  (10

 הוכחה.שאלת  (11

 הוכחה.שאלת  (12

 הוכחה.שאלת  (13
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 חד ערכיות ועל, איזומורפיזם-העתקות לינאריות חד

 שאלות 

 , עלהאם היא  1, חח"עהאם היא  וקבע, 1-4בשאלות  עבור כל אחת מההעתקות 

 .העתקה הפוכהוהאם קיימת  איזומורפיזם האם היא

 אותה.  וכמו כן, במידה וקיימת העתקה הפוכה, מצא

1) 3 3( , , ) ( , , ) , :T x y z x y z y z z x T R R= − + + − → 

 

2) 3 3( , , ) ( , , 2 ) , :T x y z x y z y z x z T R R= − + + + → 

 

3) 2 3

2( ) ( , , 2 ) , : [ ]T a bx cx a b c a b b c T P R R+ + = + + − − → 

 

4) 2 3

2 3( ) ( ) , : [ ] [ ]
a b

T a b c d x a c x dx T M R P R
c d

 
= − + + + − + → 

 
 

 

4חד ערכית -האם תיתכן העתקה חד  (5 3:T R R→? 

 

T:נתונה העתקה לינארית  (6 U V→. 
 : וחיהוכ

)אם  . א ) ( )dim dimU V,  אזT .לא על 

)אם  .ב ) ( )dim dimU V,  אזT  .לא חח"ע 

)אם  . ג ) ( )dim dimU V=,  אזT  חח"עT   .על 

 

T:נתונה העתקה לינארית  (7 V W→. 
 :וכיאו הפר וחיהוכ

)אם  . א )dim Ker 0T ,  אז ההעתקהT .אינה על 

)אם  .ב )dim Ker 0T )-ו = ) ( )dim dimV W,  אז ההעתקהT  .היא על 

)אם  . ג )dim Ker 0T )-ו = ) ( )dim dimV W,  אז ההעתקהT  .היא על 

)אם  .ד ) ( )dim dimV W,  אז ההעתקהT .חח"ע 

  

 
 סינגולרית.-הערה: העתקה חח"ע נקראת גם לא 1
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T:נתונה העתקה לינארית  (8 V W→ ; 1,..., nv v  בסיס שלV. 

 הוכח או הפרך:

)אם  . א ) ( )dim dimV W  ואם
1( ) 0T v  חח"ע.  Tאז ייתכן מקרה שבו   ,=

)אם  .ב ) ( )dim dimV W,  הקבוצה 1( ),..., ( )nT v T v .בת"ל 

 

T:נתונה העתקה לינארית  (9 V W→. 

 1 2, ..., nv v v קבוצה בת"ל ב-V. 

 :וכיאו הפר וחיהוכ

 אז הקבוצה ,חח"ע T אם . א 1 2( ), ( ),..., ( )nT v T v T v בת"ל ב-W. 

 אם הקבוצה  .ב 1 2( ), ( ),..., ( )nT v T v T v בת"ל ב-W, אז T  .חח"ע 

 

:נתונה העתקה לינארית  (10 n mT R R→. 
 :וכיאו הפר וחיהוכ

mהיא איזומורפיזם אז  T אם . א n=. 

mאם  .ב n,  אזT  .חח"ע 

)אם  . ג )T v Av=  לכלv ,אז למטריצה  A יש  n שורות ו-m  .עמודות 

 

T:נתונה העתקה לינארית  (11 V V→,  המקיימת( ) ( )Im KerT T=. 

 :וכיאו הפר וחיהוכ

V{0}על, אז בהכרח   T אם . א = . 

V{0}אז בהכרח   ,חח"ע T אם .ב =. 

 היא איזומורפיזם. T . ג

 היא העתקת האפס.  T .ד

 

:נתונה העתקה לינארית  (12 n mT R R→,  ונתונה מטריצהm nA , 

)-כך ש )T v Av=,   לכלnv R. 
 :וכיאו הפר וחיהוכ

)אם  . א )Kerv T,  אזrowsp( )v A . 

)rowspאם  .ב )v A,  אז( )Kerv T. 

)colspאם  . ג )v A,  אז( )Imv T. 

)אם  .ד )  Ker 0T nאז  ,= m. 
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:נתונה העתקה לינארית  (13 n nT R R→,  ונתונה מטריצהA, 

)-כך ש )T v Av=,   לכלnv R. 
 את הטענות הבאות:  וחיהוכ

)אם  . א )rank A n= ,אז T  .חח"ע 

)אם  .ב )rank A n=,  אזT .על 

)2אם  . ג ) 0T v )אז  ,= ) ( )Im KerT T. 

)2אם  .ד ) 0T v )אז  ,= )rank
2

n
A . 

 

נתונה העתקה לינארית  (14
3: [ ]T P R R→,  המוגדרת על ידי( ( )) (1)T p x p=. 

 את הגרעין והתמונה של ההעתקה.   ומצא . א

 האם ההעתקה היא חח"ע/על.  וקבע .ב

:על הסעיפים הקודמים עבור   וענ . ג [ ]nT P R R→. 

 

:נתונה העתקה לינארית  (15 [ ] [ ]n nT M R M R→,  המוגדרת על ידי( ) TT A A=. 

 את הגרעין והתמונה של ההעתקה.   ומצא . א

 האם ההעתקה היא חח"ע/על.  וקבע .ב

 .T את ההעתקה ההפוכה של  ומצא . ג
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 תשובות סופיות 

 חח"ע, על, איזומורפיזם ויש לה העתקה הפיכה: (1

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
, , 2 , 2 ,

3 3 3
T x y z x y z y z x z x y−  

= + − − − + + 
 

 

 לא חח"ע ולא על, ולכן לא איזומורפיזם ואין לה העתקה הפיכה. (2

 חח"ע, על, איזומורפיזם ויש לה העתקה הפיכה: (3

( ) ( ) ( )1 2, , 0.4 0.6 0.2 0.4 0.4 0.2 0.4 0.2 0.2T a b c a b c a b c x c b a x− = + + + − + + + − − + 

 הפיכה:חח"ע, על, איזומורפיזם ויש לה העתקה  (4

( )1 2 3
b c d a b c d

T a bx cx dx
b d d

−
+ − − + + − 

+ + + =  
− 

 

 לא.  (5

 הוכחה.שאלת  (6

 הוכחה.שאלת  (7

 הוכחה.שאלת  (8

 הוכחה.שאלת  (9

 הוכחה.שאלת  (10

 הוכחה.שאלת  (11

 הוכחה.שאלת  (12

 הוכחה.שאלת  (13

)א.  (14 )   ( )2 3Ker 1 , 1 , 1 , dimKer 3T span x x x T= − + − + − + = 

( )   ( )Im 1 , dim Im 1T span T= = 

 ב. לא חח"ע, כן על.

ג. 
( )   ( )

( )   ( )

2Ker 1 , 1 ,..., 1 , dim Ker

Im 1 , dim Im 1

nT span x x x T n

T span T

= − + − + − + =

= =
 

 לא חח"ע, כן על.

)א.  (15 ) ( )

0 0

Ker , Im [ ]

0 0

nT T M R

  
  

= =  
  
  

  

)1ג.   ב. חח"ע ועל. ) TT A A− = 

1
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 פעולות עם העתקות לינאריות

 שאלות 

3תהיינה , 1-9בשאלות  2:S R R→ 3-ו 3:T R R→ העתקות לינאריות המוגדרות 

)על ידי:  , , ) ( ,4 , 4 ) , ( , , ) ( , )T x y z x x y x y z S x y z x z y= − + − = −. 

 

 נוסחאות )אם יש( המגדירות את:  ומצא

1) S T+ 2) 4S 3) 4 10S T− 4) TS 5) ST 
     

6) 2T 7) 1T − 8) 2T − 9) 2S  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 לא ניתן להגדיר. (1

2) ( )4 4 ,S x z y= − 

 לא ניתן להגדיר. (3

 לא ניתן להגדיר. (4

5) ( ) ( ) 2 3, , 4 , 4 ; :St x y z z y x y ST= − − → 

6) ( ) ( )2 , , , ,16 8T x y z x y x y z= − + 

7) ( ) ( )1 , , , 4 , ,17 4T x y z x x y x y z− = − − − 

8) ( ) ( )2 , , , , 16 8T x y z x y x y z− = − + + 

 לא ניתן להגדיר. (9

1
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 מטריצה שמייצגת העתקה 

 : הערה
 ביחס לבסיס  וקטור קואורדינטותכבסיס לפרק זה יש להכיר את המושגים 

 (.סוף הפרק מרחבים וקטוריםמבסיס לבסיס ) מעבר מטריצתו
 בכך. תשאלה הראשונה עוסק ה ,לפיכך

 

 שאלות 

:3Rנתונים שני בסיסים של   (1

1 2{(1,1,0), (0,1,0), (0,1,1)} , { (1,0,1),(0,1,1), (0,0,1) }B B= = 

 .1Bאת וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס  מצאו   . א

- וקטור זה בסמנו  
1B

v . 

 .2Bאת וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס  מצאו   .ב

- וקטור זה בסמנו  
2B

v . 

 .2Bלבסיס   1Bמטריצת מעבר מהבסיס  מצאו   . ג

2- מטריצה זו בסמנו 

1

B

B
M  . 

 .1Bלבסיס   2Bמטריצת מעבר מהבסיס  מצאו   .ד

1- מטריצה זו בסמנו 

2

B

B
M  . 

 את הטענות הבאות:  ואשר .ה

1. 1

2 1 2

[ ] [ ] [ ]
B

M v v
B B B

 = 

2. 2

1 2 1

[ ] [ ] [ ]
B

M v v
B B B

 = 

3. ( )
1

2 1

1 2

[ ] [ ]
B B

M M
B B

−

= 
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3 :נתונה העתקה לינארית  (2 3( , , ) ( , , ) , :T x y z x y y z z x T R R= + + − →.  

:3Rנתונים שני בסיסים של  

1 2{(1,1,0), (0,1,0), (0,1,1)} , {(1,0,1),(0,1,1), (0,0,1)}B B= = 

 . 1Bאת המטריצה שמייצגת את ההעתקה בבסיס מצאו   . א

- מטריצה זו בסמנו 
1B

T  . 

 . 2Bאת המטריצה שמייצגת את ההעתקה בבסיס מצאו   .ב

- מטריצה זו בסמנו 
2B

T  . 

 : את הטענות הבאות ואשר . ג

1.  
1 1 1

[ ] [ ] [ ( )]T v T v
B B B
 = 

2. 
2 2 2

[ ] [ ] [ ( )]T v T v
B B B
 = 

3. 
1 2

1 2

2 1
B B

B B

B B
T TM M              = 

 ?האם ההעתקה הפיכה .ד

 את הדטרמיננטה והעקבה של ההעתקה. חשבו  .ה

 וקטורים עצמיים עבור ההעתקה. -ערכים עצמיים ומצאו  .ו

 ללכסון? האם ההעתקה ניתנת  .ז

 

3נתונה העתקה ליניארית  (3 3:T R R→. 

)ידוע שהמטריצה שמייצגת את ההעתקה בבסיס  ) ( ) ( ) 1,0,1 , 0,1,1 , 0,0,1B =, 

היא 
1 1 0

1 2 1

2 2 0
B

T
 
   =   − − 

. 

 .שונות בשתי דרכיםפתרו מהי נוסחת ההעתקה? 

 

 .3Rאופרטור לינארי על  Tיהי ו ,3Rשני בסיסים של המרחב  2B- ו 1Bיהיו  (4

2נתון כי: 

1

1 9 6

1 6 4

1 5 2

B

B
M

− − 
   = −   − 

-ו 
1

29 45 6

20 31 4

13 19 1
B

T
− − 
 = −  
 − 

. 

1את חשבו 

2

B

B
M   ואת  

2B
T  . 

  

1
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 ה: תקאת המטריצה שמייצגת את ההעמצאו   (5

2 2

1 2
( ) , : [ ] [ ]

3 4
T A A T M R M R

 
= → 
 

, 

1לפי הבסיס:  1 0 1 0 0 0 0
, , ,

0 0 1 0 1 1 0 1
B

        
=         

        
. 

 

)את המטריצה שמייצגת את ההעתקה מצאו   (6 ) 4 3( ) '( ), : [ ] [ ]D p x p x D P R P R= →, 

 . 4-הפולינומים ממעלה קטנה או שווה ללפי הבסיס הסטנדרטי של 

 

2נתונה העתקה לינארית  (7 2: [ ] [ ]T M R M R→. 

 ידוע שהמטריצה שמייצגת את ההעתקה בבסיס הסטנדרטי 

  :היא 

1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 1 0

0 1 0 1

E
T

 
 

=  
 
 

. 

 את נוסחת ההעתקה. מצאו  
 

2נתונה העתקה לינארית  (8 2: [ ] [ ]T P R P R→. 

 , לפי הבסיס הסטנדרטי ,המייצגת את ההעתקהנתון כי המטריצה 

  :היא 
1 1 1

0 1 2

0 0 1
E

T
 
 =
 
 

. 

 את נוסחת ההעתקה. מצאו  
 

2נתונה העתקה לינארית  (9 2: [ ] [ ]T P R P R→. 

לפי הבסיס   ,נתון כי המטריצה המייצגת את ההעתקה 21,1 ,B x x x= − +, 

  :היא 
1 0 1

0 1 1

2 1 3
B

T
 
 = − −
 
 

. 

)את  מצאו  כלומר, את נוסחת ההעתקה. מצאו א.  )( )T p x. 

 בשתי דרכים שונות. פתרו *      

) את מצאו ב.  )2 ( )T p x. 

 

:תהי  (10 n nT  מטריצה ממשית,  Aהעתקה לינארית, ותהי  →

) שמתקיים כך )T v Av=   לכלnv. 

)-ו n- בסיס ל  Bנתון כי  )rank A n=. 

]כי  הוכיחו  ]BT  .הפיכה 

1
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נתונה העתקה לינארית  (11
3 3: [ ] [ ]T P R P R→. 

 ידוע שהמטריצה שמייצגת את ההעתקה בבסיס הסטנדרטי 

היא  

0 1 0 1

1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 1 0

E
T

 
 

=  
 
 

. 

 גרעין ותמונה של ההעתקה. מצאו  . א

 את נוסחת ההעתקה. מצאו   .ב
 

2נתונה העתקה לינארית  (12 2: [ ] [ ]T M R M R→. 

 ,בבסיס הסטנדרטי ,ידוע שהמטריצה שמייצגת את ההעתקה

היא  

1 2 3 0

4 5 6 0

7 8 9 0

0 0 0 0

E
T

 
 

=  
 
 

. 

 גרעין ותמונה של ההעתקה. מצאו  . א

 את העקבה, הדטרמיננטה והדרגה של ההעתקה. חשבו  .ב

 את נוסחת ההעתקה. מצאו   . ג
 

2: נתונה העתקה לינארית  (13

2 2( ) ; : [ ] [ ]T a bx cx b cx T P R P R+ + = + →. 

 העתקה נילפוטנטית.  T-שהוכיחו 

 

]2יהי  (14 ]V x=  ומטה מעל  2מרחב הפולינומים ממעלה. 

נתון הבסיס  21, ,B x x=,  ונתונה ההעתקה הלינארית

( )( ) ''( ) '( ) ; :T p x xp x p x T V V= − →. 

]מצאו את המטריצה המייצגת   . א ]BT. 

)מצאו בסיס וממד עבור  .ב ) ( )Im , KerT T. 

 יצגת למציאת הגרעיןיזה לא נשתמש במטריצה המסעיף בפתרון  :הערה
 נוסחת ההעתקה כבר נתונה בתרגיל. והיות  ,והתמונה 

  

1
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,נתונות שתי העתקות לינאריות  (15 :S T V V→ . 

}יהי  , , }B u v w= בסיס ל-V . 

  נתון כי:

( ) ( )

( ) , ( )

( ) ( )

S u u v T u u v

S v v w T v v w

S w w u T w w u

= + = − 
 

= + = − 
 = + = − 

. 

)כי:  הוכיחו  . א )   ( )  Ker 0 , Ker 0T S =. 

 עבור כל אחת מההעתקות קבע האם היא חח"ע ו/או על.  .ב

האם   וקבע . ג ( ), ( ), ( )T u T v T w    פורשת אתV. 

האם   וקבע .ד ( ), ( ), ( )S u S v S w    פורשת אתV. 

 

 

  

1
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 תשובות סופיות 

) א. (1 ), ,x y x z z− )ב.    − ), ,x y z x y− 2 ג. −

1

1 0 0

2 0 1

1 1 1

B

B
M

 
   = − −   
 

 

1ד.  

2

1 0 0

1 1 1

2 1 0

B

B
M

 
   =   − − 

 הוכחה.שאלת ה.   

א.  (2
1

2 1 1

0 0 0

1 0 1
B

T
 
 =  
 − 

  ב.  
2

1 1 0

1 2 1

2 2 0
B

T
 
 =  
 − − 

 .ג. הוכחה 

 . 3, העקבה: 0ה. הדטרמיננטה:      לא.ד. 

)הו"ע שלו: ע"ע יחיד;   0ו.  )1,  לא. ז.  .−1,1

3) ( ) ( ), , , ,T x y z x y y z z x= + + − 

4) 
2

1

2

2 3 0 1 0 0

0.5 1 0.5 , 0.5 0.5 1

0.25 1 0.75 0.75 2.75 0.5
B

B

B
TM

   
     = − − = −       − − −   

 

5)  

1 2 2 0

0 1 0 2

3 5 4 2

0 2 0 6

B
T

 
 −

=  −
 

− 

 6)  

0 1 0 0 0

0 0 2 0 0

0 0 0 3 0

0 0 0 0 4

0 0 0 0 0

E
T

 
 
 =
 
 
 
 

 

7) 
1 1

1 1

x y x y
T

z t z t
    

=    
    

 

8) ( ) 2 2( ) ( 1) ; : [ ] [ ]T p x p x T P R P R= + → 

) א. (9 )2 2( 2 2 ) (2 4 ) (2 2 )T a bx cx a b c a c x a b c x+ + = + − + + + + + 

2ב. 2 2( ) ( 2 )1 (10 8 4 ) (8 6 4 )T a bx cx a c a b c x a b c x+ + = + + + + + + + 

 הוכחה.שאלת  (10

)א.  (11 )   ( )  3 2 2 3Ker , 1 , Im 1 ,T sp x x x T sp x x x= − + − + = + + 

)  ב. ) ( )2 3 2 3
( ) 1 ( ) ( ) ( )T a bx cx b d a c x b d xdx a c x+ + = + + + + ++ + + 

)א.  (12 ) ( )
1 2 0 0 1 4 0 1

Ker , , Im ,
1 0 0 1 7 0 2 0

T sp T sp
   −       

= =          
          

 

)ב.   ) ( ) ( )tr 15 , det 0 , rank 2T T T= = = 

 הוכחה.שאלת  (13

א.   (14

0 1 0

[ ] 0 0 0

0 0 0

BT

− 
 

=
 
 
 

ב.      
( )   ( )( )

( )   ( )( )

Im

2

Ker

1 , dim Im 1

1, , dim Ker 2

T

T

B T

B x T

= =

= =
  

 הוכחה.שאלת  (15

1
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 מטריצה שמייצגת העתקה מבסיס לבסיס 

 שאלות 

 , את המטריצה המייצגת של כל אחת מההעתקות הלינאריות הבאותמצאו   (1

 :nRהסטנדרטיים של ביחס לבסיסים  

2 . א 3( , ) ( , , ) , :T x y x y y x T R R= + − → 

4 .ב 2( , , , ) (4 , 4 ) , :T x y z t x y z t x y z t T R R= − − + + + + → 

 

4 נתונה העתקה לינארית  (2 2( , , , ) ( , ) ; :T x y z t x y z t T R R= + + → 

 4Rאת המטריצה שמייצגת את ההעתקה מהבסיס הסטנדרטי של מצאו  

 .2Rלבסיס הסטנדרטי של 
 

3תהי  (3 2:T R R→ העתקה לינארית המוגדרת על ידי: 

( , , ) (4 , )T x y z x y z x y z= + − − + 

מהבסיס  Tאת המטריצה המייצגת את ההעתקה חשבו 

 1 (1,1,0), (0,1,1), (0,0,1)B לבסיס  ,3Rשל  = 2 (1, 4), (1,5)B  .2Rשל   =

2את   ,כלומר

1

B

B
T  . 

 

3עבור העתקה לינארית  (4 2:T R R→ מתקיים :  2

1

1 2 3

4 5 6

B

B
T

 
=  
 

, 

כאשר:    1 2(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) , (1,0), (0,1)B B= = 

 את נוסחת ההעתקה. מצאו  
 

3עבור העתקה לינארית  (5 2:T R R→ מתקיים:    2

1

2 1 1

0 0 1

B

B
T

− 
=  
 

 

כאשר    1 2(1,1,1), (1,0,1), (0,0,1) , (1,1), (1, 2)B B= =. 

 את נוסחת ההעתקה. מצאו  
 

3נתונה העתקה לינארית  (6 2: [ ] [ ]T P R P R→. 

]3מהבסיס הסטנדרטי של  ,Tהמטריצה שמייצגת את ההעתקה  ]P R 

]2לבסיס הסטנדרטי של  ]P R,  נתונה על ידי:
0 1 2 0

0 0 2 6

0 0 0 3

[ ]T
 
 =
 
 

. 

 את נוסחת ההעתקה. מצאו  
  

1
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3נתונה העתקה לינארית  (7

2: [ ]T P R R→, צגת יאשר המטריצה המי 

היא: סטנדרטי לבסיס סטנדרטי  אותה מבסיס
1 1 0

[ ] 0 1 1

0 0 1

T
 
 =
 
 

. 

 את נוסחת ההעתקה. מצאו  
 

2נתונה העתקה לינארית  (8 3: [ ] [ ]T M R P R→ , שהמטריצה המייצגת אותה 

:  מבסיס סטנדרטי לבסיס סטנדרטי היא

1 1 0 0

0 0 1 1
[ ]

1 0 1 0

0 0 0 1

T

− 
 

=  −
 
 

. 

 את נוסחת ההעתקה. מצאו  
 

T:תהי  (9 V V→ כך ש  ,העתקה לינארית-( )dim V n=, 

2ויהיו  1,B B סדורים של  בסיסיםV.  הפריכו:או הוכיחו 

 . א  1

1

B

nB
T I= 

אז בהכרח   ,העתקת זהות T אם .ב  1

1

B

nB
T I=. 

אז בהכרח   ,העתקת זהות T אם . ג   1 2

2 1

B B

nB B
T T I=. 

 

3נתונה העתקה לינארית  (10

2: [ ]T P R R→ :המוגדרת על ידי 

( ) ( )2 , ,T a bx cx a b b c c+ + = + +  

 את המטריצה שמייצגת את ההעתקה מבסיס לבסיס. מצאו   . א
 )הבסיסים סטנדרטים( 

)1את חשבו שההעתקה הפיכה והוכיחו  .ב , , )T a b c−. 

)את חשבו  . ג )4 2T a bx cx+ +. 

 

2נתונה העתקה לינארית  (11 3: [ ] [ ]T M R P R→ ,:המוגדרת על ידי 

( ) ( ) ( ) 2 3a b
T a b c d x a c x dx

c d
 

= − + + + − + 
 

 

 את המטריצה שמייצגת את ההעתקה מבסיס לבסיס. מצאו   . א
 )הבסיסים סטנדרטים( 

)את חשבו שההעתקה הפיכה והוכיחו  .ב )1 2 3T a bx cx dx− + + +. 

 

 עבור ההעתקות:  ,TSואת   STאת חשבו  (12
2 3

2 2

2

( , ) ( , , ) ; :

( ) ( , ) ; : [ ]

S x y x y x y y S R R

T a bx cx a b b c T P R R

= − + →

+ + = + − →
 

1
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 שובות סופיות ת

א.  (1 
1 1

0 1

1 0

T
 
 =
 − 

ב.    
4 1 1 1

1 1 4 1
T

− − 
=  
 

 

2)  
1 1 0 0

0 0 1 1
T

 
=  
 

 

3)  
25 0 6

20 0 5
T

− 
=  − 

 

4) ( , , ) ( 2 3 ,4 5 6 )T x y z x y z x y z= + + + + 

5) ( , , ) ( , )T x y z x y y z= + + 

6) ( )2 3 2
( 2 )1 (2 6 ) (3 )T a bx cx b c c d x d xdx+ + = + + + ++ 

7) ( )2 ( , , )T a bx cx a b b c c+ + = + + 

8) 2 3
( ) ( ) ( )

a b
T a b c d x a c x

c d
dx= − + + + −

 
+ 

 
 

 .הוכחהשאלת  (9

א.  (10
1 1 0

0 1 1

0 0 1

 
 
 
 

1  ב.  2( , , ) ( )1 ( )T a b c a b c b c x cx− = − + + − + 

 . ג. לא ניתן

. א (11

1 1 0 0

0 0 1 1

1 0 1 0

0 0 0 1

− 
 
 −
 
 

 

1ב.   2 3( )
b c d a b c d

T a bx cx dx
b d d

− + − − + + − 
+ + + =  − 

 

12) ( )2
( , 2 , )ST a bx cx a c a b c b c+ + = + + − − 
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 עצמיים ווקטורים עצמיים של העתקהערכים 

 שאלות 

ת, נתונה העתקה לינארי (1   2 2( ) ; :T X PX T M R M R= →, 

 .2מטריצה לא ידועה מסדר  Pכאשר 

1שעבורן המטריצה , Pאת קבוצת כל המטריצות  W- נסמן ב 1

0 1
 
 
 

 

 היא וקטור עצמי של ההעתקה. 
 .Wמצאו את   . א

של   מרחב-ת היא ת  Wהוכיחו כי   .ב 2M R, .ומצאו לה בסיס 

 

 ת,נתונה העתקה לינארי (2   10 10( ) ; :T X PX T M R M R= →, 

 . 10מטריצה לא ידועה מסדר  Pכאשר 
  – שמהווה וקטור עצמי של ההעתקה ,היא מטריצה הפיכה A  ידוע כי

 .4המתאים לערך העצמי 
|את  וחשב |P. 

 

1שעבורה המטריצה   , Tהעתקה לינארית  ומצא (3 2 3

4 5 6
 
 
 

, 

 . 4היא וקטור עצמי המתאים לערך העצמי 
 

 ענו על הסעיפים הבאים: (4

)נתונה העתקה לינארית  . א , , ) (4 , 2 , 2 )T x y z x y z x y z x y z= − − + − − + 
 מצאו ערכים עצמיים ווקטורים עצמיים של ההעתקה. 

 ניתנת ללכסון? האם ההעתקה 

3 :נתונה העתקה לינארית  .ב 3( , , ) ( , , ) , :T x y z x y y z z x T R R= + + − →. 
 ערכים עצמיים ווקטורים עצמיים עבור ההעתקה.  ומצא

 האם ההעתקה ניתנת ללכסון? 
 

)נתונה העתקה לינארית  (5 , , ) ( , , )T x y z x z y x z= + +. 
 מצאו ערכים עצמיים ווקטורים עצמיים של ההעתקה.  . א
 האם ההעתקה ניתנת ללכסון?  .ב

)2009  וחשב  ,כןובמידה  . ג , , )T x y z . 
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 :נתונה העתקה לינארית  (6

2 2

1 1
; : [ ] [ ]

1 1

x y x y
T T M R M R

z t z t
    

= →    
    

 

 בבסיס הסטנדרטי. את המטריצה המייצגת את ההעתקה  ומצא . א

 ערכים עצמיים ווקטורים עצמיים של ההעתקה.  ומצא .ב

 האם ההעתקה ניתנת ללכסון?  . ג

10 את וחשב , לסעיף ג' חיובית התשובהובמידה  .ד x y
T

z t
 
 
 

. 

 

): נתונה העתקה לינארית  (7 ) 2 2( ) ( 1) ; : [ ] [ ]T p x p x T P R P R= + → 

 בבסיס הסטנדרטי. את המטריצה המייצגת את ההעתקה  ומצא . א

 ערכים עצמיים ווקטורים עצמיים של ההעתקה.  ומצא .ב

 האם ההעתקה ניתנת ללכסון?  . ג

 

 .nמרחב וקטורי מממד   Vיהי  (8
T:תהי  V V→  .העתקה ליניארית 

 שונים מאפס.  T הפיכה אמ"ם כל הערכים העצמיים של T-ש וחיהוכ . א

1T-ול T- הפיכה, אז ל Tכי אם  וחיהוכ .ב  את אותם וקטורים עצמיים.  יש −

1Tושל  Tמה ניתן לומר על הקשר בין הערכים העצמיים של  −?   
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 תשובות סופיות 

א.  (1
0

0
W R






  
=   

  
ב.    

1 0

0 1
WB

  
=   

  
 

2) 104 | |P= 

3) 2 3 2 3( ) 4 : ( ) ( )x xT X X T M R M R= → 

(1) .א (4 (2)

2 3 3(1,1,1) , (1,1,0) , (1,0,1)v v v  = = == =  , ניתנת לליכסון. =

0xערך עצמי: . ב ), וקטור עצמי:  = )0 1, 1,1xv = =  לא., −

5) 0 1 2( 1,0,1) , (0,1,0) , (1,0,1)v v v  = = == − =  .ניתנת ללכסוןב.  =

)ג.  )2009 2008 2008 2008 2008( , , ) 2 2 , ,2 2T x y z x z y x z= + + 

 א. (6 

1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 1 0

0 1 0 1

E
T A

 
 

= =  
 
 

 

(1)  ב. (2)

2 2

0 1 1 0
,

0 1 1 0x xv v= =

   
= =   
   

 ,(1) (2)

0 0

0 1 1 0
,

0 1 1 0x xv v= =

− −   
= =   
   

 

ד.   .כןג. 
9 9 9 9

10

9 9 9 9

2 2 2 2

2 2 2 2

x y x z y t
T

z t x z y t

 + + 
=   + +   

 

. א (7 
1 1 1

0 1 2

0 0 1
E

T
 
 =
 
 

1.  ב  1v=  . לא ניתנת לליכסון. ג =

 הוכחה.שאלת  (8
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 חזרה על מושגים מתורת הקבוצות 

 שאלות 

 :האם הן נכונות ואת הטענות הבאות במילים ובדקרשמו  (1

:2 . א ( ) 0x y x y  +  

:2 .ב ( ) 0x y x y  +  

: . ג
4

y
x y z xz   = 

,0 .ד 0 ,
2

x y
x y xy

+
     

,3 .ה 6n k n n k  − =  (k ו -n  .)טבעיים 
 

 כל אחת מהטענות הבאות בסימנים לוגיים:רשמו  (2

2פתרון אי־השוויון  . א 4x ,  2הואx    2אוx  −. 

2אי השוויון  .ב 4 0x + ,  מתקיים לכלx. 

3n, המספר nלכל מספר טבעי  . ג n− 6-מתחלק ב . 

|,  xעבור כל מספר  .ד | 1x   1אם ורק אם 1x−   . 

 

 ,קטעים רשמו במפורש את הקבוצות הבאות על ידי צומדיים או באמצעות (3
 : ואת מספר איברי הקבוצה

 . א 2| 16A x x=   

 .ב 2| 16B x x=   

 . ג 2| 16C x x=   

 .ד | ( 4)( 1) 0D x x x=  + −  

 .ה 3 2| 2 0E x x x x=  + − = 

 .ו | | | 4F x x=   

 

את הקבוצות הבאות על ידי פירוט כל איבריהן או על ידי רישומן הגדירו  (4

}מקיים תכונה מסוימת   x{ בצורה: |xA= 

 .זוגיים־קבוצת המספרים השלמים החיוביים האי . א

 . 20-ל 10המספרים הראשוניים בין קבוצת  .ב

 .4קבוצת הנקודות במישור הנמצאות על מעגל שמרכזו בראשית ורדיוסו  . ג

 .1, 2, 3, 4קבוצת ריבועי המספרים  .ד
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 אילו מן הקבוצות הבאות שוות זו לזו:ציינו  (5

 . א 11,13,17,19A= 

10|מספר ראשוני  x} .ב 20,{x xB  = 

 . ג 11,11,17,13,19C = 

 .ד | 4 ,D x x k k= =  

|שלם זוגי m} .ה 2 ,{x x mE == 

 

נתונה הקבוצה הבאה  (6 1,2,{2},{2,5}, 4,{2, 4}A =. 

 מי מבין הטענות הבאות נכונה:

5 . א A 2 .ב A {2} . ג A 

{2} .ד A ה.  {2} A ו. A  

A .ז  ח.  2,{2} A ט .  2, 4 A 

{2,4} .י A יא .  {2, 4} A {2,5} .יב A 

{2,5} . יג A 1} .יד, 4} A  

 

 , המקיימות:B-ו Aשתי קבוצות,  מצאו  (7

A . א B 

A .ב B 

 

 נתונות הקבוצות הבאות:  (8

 {3,4,5,6,7,8,9} , 4,6,8,10 , {3,5,7,9} , {6,7,8} , {7,8}A B C D E= = = = = 

 : Xאיזה מבין הקבוצות לעיל יכולה להיות הקבוצה קבעו 

X . א A  וגםX D. 

X .ב D  וגםX C. 

X . ג E  וגםX  A. 

 

A הוכיחו: (9 B B C A C    . 
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 נתונות הקבוצות הבאות:  (10

 {3, 4,5,6,7,8,9} , 4,6,8,10 , {3,5,7,9} , {6,7,8}A B C D= = = =. 

 את: רשמו 

A . א B 

A .ב B 

) . ג )A B C  

) .ד ) ( )B C B D   

) .ה ) ( )B C B D   
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 תשובות סופיות 

)2מתקיים   yולכל  xלכל א.  (1 ) 0x y+ . .הטענה אינה נכונה 

)2-, כך שyקיים  xלכל  ב.  ) 0x y+ .  נכונה.הטענה 

 -כך ש zקיים   yולכל  xלכל ג. 
4

y
xz  נכונה.הטענה אינה  .=

חיובי מתקיים   yחיובי ולכל  xלכל  ד. 
2

x y
xy

+
. .הטענה נכונה 

3nטבעי המספר   nלכל ה.  n−  הטענה נכונה. .6-מתחלק ב 

2א.  (2 4 2 2x x x     :2ב.   − 4 0x x +  

:3ג.  6n k n n k  − :ד.    = | | 1 1 1x x x   −   

)א.  (3 4, 4)A =  , בקבוצה אינסוף איברים.−

ב.   3, 2, 1,0,1, 2,3B = − −  איברים. 7בקבוצה , −

ג.  1, 2,3C ד.   איברים. 3, בקבוצה = 3, 2, 1,0D = − −  איברים. 4בקבוצה , −

ה.  0,1E  .איברים 2בקבוצה , =

ו.  4, 3, 2, 1,0,1, 2,3, 4F = − − −  איברים. 9בקבוצה  , −

א.  (4 | 2 1,A x x n n= = −      .ב 11,13,17,19B = 

ג.  2 2 2( , ) | 4 , ,C x y x y x y= + =     .ד 1,4,9,16D = 

 שוות זו לזו. E-ו Dשוות זו לזו, והקבוצות  C-ו A  ,Bהקבוצות   (5

 נכון.ה.  ד. נכון.   ג. נכון. ב. נכון.  א. לא נכון.  (6

 י. נכון.  ט. נכון. ח. נכון.  ז. נכון.  ו. לא נכון.   

 יד. לא נכון. יג. נכון. יב. לא נכון. יא. לא נכון. 

7)  {1, 2} {1,2},1,2A B= = 

A,א.  (8 C    .ב,E D  .ג. לא קיימת קבוצה כזאת 

 הוכחה.שאלת  (9

10) 1) {3,4,5,6,7,8,910}A B = ,2) {4,6,8}A B =  ,( )3) {3,5,7,9}A B C  = 

4)( ) ( ) {4,6,7,8,10}B C B D   = ,5)( ) ( ) {6,8}B C B D   = 
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 שדות

 שאלות 

)בכל אחד מהסעיפים הבאים מוגדרות  פעולות חיבור  (1 )  וכפל( ) על R. 

 אילו מבין אקסיומות השדה מתקיימות.  ,בכל אחד מהסעיפים בדקו,

 . א
4

2

x y x y

x y xy

 = + +

 =
 

 .ב
2

x y x y

x y xy

 = +

 =
 

 . ג
2

x y y

x y y

 =

 =
 

 

נתונה הקבוצה  (2 2 2 | ,[ ]Q a b a b Q= + . 

 על קבוצה זו נגדיר פעולת חיבור ופעולת כפל באופן הבא: 

     
( ) ( )

( ) ( )

2 2 ( ) ( ) 2

2 2 ( 2 ) ( ) 2

a b c d a c b d

a b c d ac bd ad bc

+ + + = + + +

+  + = + + +
  

]2שהקבוצה הוכיחו  ]Q, מהווה שדה. ,עם פעולות החיבור והכפל הנ"ל 

 

נתונה הקבוצה  (3 ( , ) | ,C x y x y= . 

 על קבוצה זו נגדיר פעולת חיבור ופעולת כפל באופן הבא: 
   ( , ) ( , ) ( , ) , ( , ) ( , ) ( , )a b c d a c b d a b c d ac bd ad bc+ = + +  = − + 

 מהווה שדה. ,והכפל הנ"לעם פעולות החיבור  ,C שהקבוצההוכיחו 
 באיזה שדה מפורסם מדובר? 

 

 על הסעיפים הבאים:ענו  (4

 הוא יחיד. 0האיבר  ,שבשדההוכיחו  . א

 הוא יחיד. 1האיבר  ,שבשדההוכיחו  .ב

 האיבר הנגדי הוא יחיד.  ,שבשדההוכיחו  . ג

 האיבר ההופכי הוא יחיד. ,שבשדההוכיחו  .ד
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a,יהיו  (5 b  .איברים בשדה 

0aכי  הוכיחו  . א a a a=  + =. 

0כי  הוכיחו  .ב 0 0a a =  =. 

0כי  הוכיחו  . ג 0 0a b a b =  =  =. 

 

 איברים של שדה. b-ו aיהיו  (6
 כי: הוכיחו 

) . א 1) a a−  = − 

) .ב ) ( )a b a b ab− = − = − 

 

 מתקיים חוק הצמצום.  ,שבשדההוכיחו  (7
abכי  הוכיחו כלומר,  cb a c=  ,לכל  ,= ,a b c ,  בשדה( 0)b . 

 

0שלכל שלושה איברים בשדה הוכיחו  (8 , ,a b c, 

ax-כך ש ,xקיים בשדה איבר יחיד   b c+ =. 

 

x,ויהיו  ,שדה F נתון (9 y F, 0,1-כך שxy . 

1כי  ,בעזרת אקסיומות השדה ,הוכיחו 1 1 1( ) ( )x x y x x y x− − − −− = + −, 
 וכי שני האגפים של המשוואה לעיל מוגדרים היטב.

 

 .2Rעל   בכל אחד מהסעיפים הבאים מוגדרות  פעולות חיבור וכפל (10

 . א
( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

a b c d a c b d

a b c d ac bd

+ = + +

=
 

 .ב
( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( 2 , )

a b c d a c b d

a b c d ac bd ad bc

+ = + +

= + +
 

)האם  )2 , ,R +  ?שדה 

 

 הסעיפים הבאים:על ענו  (11

נתונה הקבוצה  . א : | , ( ) 0A f R R x f x= →  . 

 על קבוצה זו נגדיר פעולת חיבור ופעולת כפל באופן הבא: 
   ( )( ) ( ) ( ) , ( )( ) ( ) ( )f g x f x g x f g x f x g x+ = +  =  

 מהווה שדה?  ,עם פעולות החיבור והכפל הנ"ל ,A האם הקבוצה

נתונה הקבוצה  .ב :B f R R= →. 

 על קבוצה זו נגדיר פעולת חיבור וכפל כמו בסעיף א'.
 מהווה שדה?  ,עם פעולות החיבור והכפל הנ"ל ,B האם הקבוצה

 

1
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 של איברים. סופישדה בעל מספר  F יהי (12

0aהראו שלכל איבר   ב -F, קיים k 1-כך ש ,טבעיF
ka =. 

 

נתון השדה  (13
7Z. 

 את פעולות החיבור והכפל בשדה.  וריאת כל איברי השדה והגד מורש . א

 בשדה. 5ולאיבר  3את האיבר הנגדי לאיבר   ומצא .ב

 בשדה. 5ולאיבר  4את האיבר ההופכי לאיבר   ומצא . ג

 

נתונה הקבוצה  (14 0,1, 2,..., 1pZ p= −, p .מספר ראשוני 

כאשר  | (mod )a x Z a x p=   ,ו-(mod )a b a b p=  . 

a,לכל  b פעולות חיבור וכפל באופן הבא: נגדיר  ,בקבוצה 

       ,a b a b a b a b = +  =   

)-שהוכיחו  ), ,pZ   .מהווה שדה 

 מהווה שדה. ,ראשוני p כאשר ,p כי קבוצת השאריות מודולוהוכיחו בקיצור, 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 הוכחה.שאלת  (1

 הוכחה.שאלת  (2

 הוכחה.שאלת  (3

 הוכחה.שאלת  (4

 הוכחה.שאלת  (5

 הוכחה.שאלת  (6

 הוכחה.שאלת  (7

 הוכחה.שאלת  (8

 הוכחה.שאלת  (9

 בשני הסעיפים הקבוצה איננה שדה. (10

 בשני הסעיפים הקבוצה איננה שדה. (11

 הוכחה.שאלת  (12

 הוכחה.שאלת א.  (13

 .2הוא  5והאיבר הנגדי לאיבר  , 4הוא   3האיבר הנגדי לאיבר ב. 

 .3הוא  5האיבר ההופכי לאיבר , ו2הוא  4האיבר ההופכי לאיבר  ג. 

 הוכחה.שאלת  (14

1
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מבוא מתמטי לפיסיקאים 2 (ממפיס 2)
פרק 17 - מספרים מרוכבים ופתרון משוואות פולינומיאליות

תוכן העניינים

1. מספרים מרוכבים - הכרות ותכונות בסיסיות י 197

2. הצמוד המרוכב י 199

3. הצגת מספר מרוכב בצורה קוטבית י 202

4. נוסחת דה-מואבר – חזקה ושורש של מספר מרוכב י 204

5. תרגול נוסף במספרים מרוכבים י 206

6. חילוק פולינומים י 209

7. פתרון משוואות פולינומיאליות ממעלה גבוהה י 210

8. שימושים של מספרים מרוכבים באלגברה לינארית י 211
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 ותכונות בסיסיות  כרותיה  –מספרים מרוכבים 

 שאלות

 :zאת  מצאו את המשוואות ופתרו  1-3בשאלות 

1) 2 9 0z + = 2) 2 4 5 0z z− + = 3) 2 6 13 0z z− + = 
 

 חשבו:  7-4בשאלות 

4) 6( 2)i 5) 5 13 2( )i i− 

6) (4 ) (2 10 )i i+ − + 7) ( 4 )(2 3 )i i− − − 

 

שני מספרים מרוכבים   נתונים (8
1 1 1z a b i= - ו +

2 2 2z a b i= +. 

ידוע כי  
1 2z z+ משי וכי  מ

1 2z z− .מדומה 

או קשר בין  מצ .א
1a ל -

2a   ובין
1z ל -

2z. 

ה  הראו כי המכפל .ב
1 2z z  .היא ממשית 

 

1יהיו   (9 2, ,..., nz z z .מספרים מרוכבים 

1כי   וח יהוכ  .א 2 1 2| | | | | |z z z z =  

1כי   וח יהוכ  .ב 2 1 2| ... | | | | | ... | |n nz z z z z z   =    

1כי   וח יהוכ  .ג 1| | | |n nz z= 

 

 מספר מרוכב.  zיהי   (10

11אם  : וח יהוכ  1z  אז =
1

z
z

 מספר ממשי.  +

 

 מספר מרוכב.  zיהי   (11
|: אם  וח יהוכ  1| | 1|z z+ =  מספר ממשי.  izאז   −

 

  

1
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 תשובות סופיות

1) 3i 

2) 2 i 

3) 3 2i 

4) 8− 

5) 0 

6) 2 9i− 

7) 11 10i− + 

 שאלת הוכחה.  (8

 שאלת הוכחה.  (9

 שאלת הוכחה.  (10

 שאלת הוכחה.  (11

1
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 הצמוד המרוכב 

 שאלות

zאת התוצאה בצורה  כתבו )חשבו  1-3שאלות ב x yi= + :) 

1) 
5

2 i+
 2) 

1

1 3

i

i

+

−
 3) 

2

1

1 ( 1)

i

i i
−

− +
 

 

 : zאת המספר המרוכב  מצאו ו 4-6בשאלות  את המשוואות פתרו  

4) 2 6 1z i z− = − 5) 5 10zz z i− = 6) 2(1 ) 2 1 0i z z i+ + − + = 
 

 (: משתנים מרוכבים w- ו zכאשר  פתרו את מערכת המשוואות הבאה ) (7

3 5 4

5 2 5 8

z iw i

iz w i

+ = −


− = +
 

 

 :את ערכי המספרים המרוכבים הבאים וחשב (8

5 .א 12i− 

8 .ב 6i+ 

 

 : את המשוואות הריבועיות הבאות  ורפת (9

) .א ) 21 2 1 0i z z i− − + + = 

) .ב ) ( )22 6 12 10 25 0i z i z i− + − + + − = 

 

 פתרו את המשוואות:   11-10בשאלות 

10) ( )2 2 1 6 15 0iz i z i− − + + = 

 

11) 2 6 0z iz− + = 

 

שהמספר הבא הוא מספר מדומה   וח יהוכ  (12
2 2

z z

z z
 .z{0}\כאשר  −

  

1
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0zנתון מספר מרוכב   (13   :המקיים| | 1z i− =. 
 הוכח:

 .א
2| | 2Im( )z z=     

 .ב

2z i

iz

−


 
 

המספר   (14
3 4i

a i

+

−
 טהור.הוא ממשי  

 .aמצאו את  

 

1ים  י מספרים מרוכבנתונים שנ (15 1 1z a b i= - ו +
2 2 2z a b i= +. 

1הראו כי כדי שתוצאת החילוק  

2

z

z
ה, צריך להתקיים  היה ממשית טהור ת 

1 1

2 2

a b

a b
=. 
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 תשובות סופיות

1) 2 i− 

2) 
1 2

5 5
i− + 

3) 
1

2
i− + 

4) 1 2z i= − + 

5) 1 2 , 4 2z i z i= + = + 

6) , 1z i z= = − 

7) 2 3 , 5z i w i= − = + 

)א.  (8 )3 2z i=  )ב.   − )3z i=  + 

1,2א.  (9 , 1z i=   .1,2ב 2 , 2 5z i i= − − − 

10) 
1 22 5 , 3z i z i= − − = 

11) 
1 23 , 2z i z i− = 

 ת הוכחה. שאל (12

 ת הוכחה. שאל (13

14) 
3

4
a = − 

 ת הוכחה. שאל (15

1
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 הצגת מספר מרוכב בצורה קוטבית

 שאלות

 בצורה קוטבית: 1-8בשאלות   את המספריםכתבו 

1) 1 3i+ 2) 1 i− − 3) 3 3i− − 4) 1 i− 

5) 1 i+ 6) 3 i− 7) 3i 8) 8− 

 

zנתון המספר המרוכב   (9 Rcis=. 
 את המספרים:  - ו Rהביעו באמצעות  

 z .א

 .ב
1

z
 

 −z .ג

 .ד
1

z
− 

 iz .ה

z .ו z 
 

 רים הבאים הם ממשיים טהורים:כי המספהראו   (10

z .א z+ 

z .ב z 

 .ג
z z

z z
+ 

 

 :הורים ט מדומים רים הבאים הם כי המספהראו   (11

2 .א 2z z− 

 .ב
1 1

z z
− 

 

 יחו:הוכ  (12

z .א iz z iz− = + 

 .ב
2

z z z = 

 

  

1
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 תשובות סופיות

1) 2 cos sin
3 3

i
  
+ 

 
 

2) 2 cos sin
4 4

i
  

+ 
 

 

3) 12 cos sin
6 6

i
  

+ 
 

 

4) 2 cos sin
4 4

i
  

+ 
 

 

5) 2 cos sin
4 4

i
  
+ 

 
 

6) 2 cos sin
6 6

i
  

+ 
 

 

7) 3 cos sin
2 2

i
  
+ 

 
 

8) ( )8 cos sini +  

)א.  (9 )cisR −   .ב( )
1

cis
R

−   .ג( )cis 180R + 

)ד.  )
1

cis 180
R

+   .ה( )cis 90R   2Rו.   +

 שאלת הוכחה.  (10

 שאלת הוכחה.  (11

 שאלת הוכחה.  (12

1
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 ושורש של מספר מרוכב  חזקה –מואבר -נוסחת דה

 שאלות

 חשבו:  6-1בשאלות 

1) 

10
1 1

2 2
i

 
+ 

 
 2) ( )

9

1 3i+ 3) 

100

2 2

2 2
i

 
+  

 
 

4) 6 8− 5) 5 1 6) 3 8− 

 
 

 את הזהויות הבאות:  וח יהוכ מואבר, -בעזרת משפט דה  (7
2 2

3

3

cos 2 cos sin

sin 2 2sin cos

cos3 4cos 3cos

sin 3 3sin 4sin

  

  

  

  

= −

=

= −

= −

 

 

  כי: וח יהוכ מואבר, -בעזרת משפט דה  (8

1
sin sin

2 2sin1 sin 2 ... sin
1

sin
2

n n

n

+

+ + + = . 

 

  

1
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 תשובות סופיות

1) 
1

32
i 

2) 92− 

3) 1− 

4) 
1

68 cos sin 0,1,2,3,4,5
6 6

i k
+  +  

+ = 
 

 

5) 
1

51 cos sin 0,1,2,3,4
5 5

i k
+  +  

+ = 
 

 

6) 
1

38 cos sin 0,1,2
3 3

i k
+  +  

+ = 
 

  

 שאלת הוכחה.  (7

 שאלת הוכחה.  (8

1
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 תרגול נוסף במספרים מרוכבים 

 שאלות

 ענו על הסעיפים הבאים:  (1

4את כל הפתרונות של המשוואה  מצאו  .א 2 1 0z z+ + =. 

6הוא פתרון של המשוואה מסעיף א אזי:   zכי אם  הראו   .ב 1z =. 
 

4נתונה המשוואה   (2 8 8 3z i= − −. 

 את פתרונות המשוואה הנתונה. מצאו  .א

כי החזקה השלישית של כל אחד מפתרונות הנתונה היא מספר  הוכיחו  .ב
 ממשי או מספר מדומה טהור. 

 

את המשוואה  פתרו   (3
4

1
z i

z i

+ 
= 

− 
. 

 

 ענו על הסעיפים הבאים:  (4

3zאת שלושת הפתרונות של המשוואה  מצאו  .א i=. 

 .iשמכפלת שלושת הפתרונות היא  הראו  .ב

שאם מעלים בריבוע פתרון כלשהו של המשוואה, התוצאה שווה  הראו  .ג
 שני הפתרונות האחרים.  למכפלת

 

 ענו על הסעיפים הבאים:  (5

5את המשוואה  פתרו   .א 16( 3 )z i= − −. 

 את מנת הסדרה. מצאו כי חמשת השורשים מהווים סדרה הנדסית, והוכיחו  .ב
 

2הערה: סדרה הנדסית היא סדרה מהצורה   1

1 1 1 1, , ,..., na a q a q a q  מנת הסדרה. qאשר כ ,−

 

נתון   (6
1 1

2 2
w i= +. 

3את פתרונות המשוואה  מצאו  .א 3z w=. 

 .3wכי מכפלת הפתרונות של המשוואה היא  הראו   .ב

  

1
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)3נתונה המשוואה   (7 1) 1z − =. 
 . 3שסכום שורשיה הוא  הוכיחו 

 

3נתונה המשוואה   (8 3z i= − +. 

את שורשי המשוואה:  מצאו  .א
3 2 1, ,z z z. 

3את הסכום  מצאו  .ב 3 3

1 2 3| | | | | |z z z+ +. 

)כי הסכום  הראו   .ג ) ( ) ( )
9 9 9

1 2 3z z z+  הוא מספר מדומה טהור.  +

 

2נתונה המשוואה   (9 2 2| | 2 18z z ti s+ −  , הוא מספר מרוכב z כאשר ,=

s ו -t ו  הם מספרים ממשיים שונים מאפס -
1z ,

2z  .הם פתרונות המשוואה 

 .t-ו s  את פתרונות המשוואה באמצעות  וע יהב .א

נתון   .ב
1 2 18z z i =  .t- ו s  את הפרמטריםמצאו . −

 

 ענו על הסעיפים הבאים:  (10

)את המשוואה  פתרו   .א )
2 2| | 0z i z z z z + + + + =. 

אחד מהפתרונות שמצאת בסעיף א הוא איבר אחרון בסדרה חשבונית,   .ב
 שכל איבריה שונים מאפס.

הפרש סדרה זו הוא  
1

16
1 i+. 

 ממשי. האיבר הראשון בסדרה הוא מספר  
 חשבו את האיבר הראשון בסדרה. 

 

1הערה: סדרה חשבונית היא סדרה מהצורה:  1 1 1, , 2 ,..., ( 1)a a d a d a n d+ + + − ,

 נקרא הפרש הסדרה. dכאשר 
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 תשובות סופיות

0א.  (1

1 2 3 460 , 240 , 120 , 300z cis z cis z cis z cis  = = =  הוכחה. שאלת  ב.  =

1א.  (2 2 3 41 3 , 3 , 1 3 , 3z i z i z i z i= + = − + = − − =  הוכחה. שאלת  ב.    −

3) 0 , 1 , 1z z z= = = − 

1 א. (4 2 3

1 1 1 1
3 , 3 ,

2 2 2 2
z i z i z i= + = − + = −   

 ג. שאלת הוכחה.  ב. שאלת הוכחה. 

2 א. (5 [30 ( 1)72 ] 1,2,3,4,5nz cis n n = + − 72q ב. = cis = 

1א.  (6 2 345 , 165 , 285z cis z cis z cis  = =  ב. שאלת הוכחה.  =

 שאלת הוכחה.  (7

3 א. (8 3 3

3 2 12 290 , 2 170 , 2 50z cis z cis z cis  = =  שאלת הוכחה.  ג.  6 ב. =

2 א. (9 23 , 3
3 3

t t
z s i z s i

s s
= − − = − 9 ב. − , 1t s= =  

1א.  (10 0z = ,2 0.5 0.5z i= − 1 ב. + 8.5a = − 
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 חילוק פולינומים

 שאלות

 : ים הבאיםיעד כמה שניתן את השברים האלגבר  מוצמצ

1) 
3 2 1

1

x x x

x

− + −

−
 2) 

4 3 2

2

4 6 31 99 10

10

x x x x

x x

+ + + +

− +
  

3) 
24 1

2

x x

x

+ −

−
 4) 

2 5 14

2

x x

x

− −

+
 

5) 
3 2 3 5

1

x x x

x

+ + −

−
 6) 

4 3 2 14 3

3

x x x x

x

+ − + −

+
 

7) 
3 24 9

3

x x

x

− +

−
 8) 

3 25 4 20

5

x x x

x

+ − −

+
 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 2 1x +  

2) 0 

3) 
17

4 9
2

x
x

+ +
−

 

4) 7x− 

5) 2 2 5x x+ + 

6) 3 22 5 1x x x− + − 

7) 2 3x x− − 

8) 2 4x − 

1
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 פתרון משוואות פולינומיאליות ממעלה גבוהה

 שאלות

 את המשוואות הבאות:   ופתר

1) 4 3 23 15 19 30 0k k k k+ − − + = 

 

2) 3 22 3 20 0k k k+ − + = 

 

3) 5 4 3 23 2 2 3 1 0k k k k k+ + − − − = 

 

4) 3 26 12 8 0k k k− + − = 

 

5) 6 4 23 3 1 0k k k− + − = 

 

6) 3 2 1 0k k k− + − =  

 

7) 4 3 23 6 12 8 0k k k k− + − + = 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 1 2 3 41, 2, 3, 5k k k k= = − = = − 

2) 1 2,34, 1 2k k i= − =  

3) 1 2 3 4 51, 1, 1, 1, 1k k k k k= =− = − = − = − 

4) 1 2 32, 2, 2k k k= = = 

5) 1 2 3 4 5 61, 1, 1, 1 1 1k k k k k k= = − = = − = = − 

6) 1 2,31,k k i= =  

7) 1 2 3,41, 2, 2k k k i= = =  

1
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 שימושים של מספרים מרוכבים באלגברה לינארית

 שאלות

3)  נתון  1-4שאלות ב 2 ,4 ,1 6 ) , (5 ,2 3 ,7 2 )u i i i v i i i= − + = + − +. 
 : ומצא

4uא.  (1 v+  .2בi u v − 2) u v 

uא.  (3 u  .ב| |u  

4) | |v 
 

 , את מערכת המשוואות הבאה בשיטת גאוס ופתר  6-5בשאלות 

: F  השדהמעל 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

(1 ) 1 4

(1 ) 2

( 1 3 ) (3 ) (2 4 ) 5

z iz i z i

iz z i z i

i z i z i z i

+ + − = +

+ + + = +

− + + − + + = −

 , כאשר:

5) =F 
 

6) =F 

 

)האם   ובדק  7-8בשאלות  ) 1 2 3 2 1 3 1 1, , | ,W z z z z z z z z= = = + 

 : 3Cמרחב של  -תתהוא  

 .  מעל השדה הממשי (7

 

 .  מעל שדה המרוכבים (8
 

ם  הווקטוריהאם   ובדק 9-10בשאלות  (1, , 1), ( 1, 1, 2)i i i i− + − −, 

 :3C- ב  ליניארית תלויים  

 .  מעל (9

 

 .  מעל (10
  

1

פרק 17מספרים מרוכבים ופתרון משוואות ...

211

211



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון   –כתב ופתר  

 

 וקטורים עצמיים. -ערכים עצמיים ו ו מצא 13-11עבור כל אחת מהמטריצות בשאלות  

 אותה.  נובמידה והמטריצה ניתנת ללכסון, לכס 

1P-, כך שPמטריצה הפיכה    וכלומר, מצא AP D−  מטריצה אלכסונית.  D, באשר  =

 . ופעם מעל     פעם מעל  ופתר

11) 
3 2

4 1
A

− 
=  

− 
 12) 

2 1

1 4
A

− 
=  
 

 

 

נתונה מטריצה   (13

1 1 1

1 1 1

1 1 1

A

− 
 

= − 
 − 

. 

 . של המטריצה עצמייםה וקטורים הועצמיים והערכים  את ה ומצא
  

1
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 תשובות סופיות 

17)א.  (1 7 ,2 13 ,11 26 )i i i− + )ב.  + 1 5 , 10 3 , 19)i i− + − + − 

20א.  (2 35i+    .66ב 

3) 66 

4) 92 

5) 
1 2 3( , , ) (2,3, 1)

F
z z z

=
= − 

6) 
1 2 3( , , ) (( 1 ) 1 ,3, )

F
z z z i t i t

=
= − + + + 

 כן  (7

 לא  (8

 . תלויים (9

 . בלתי תלויים (10

 , ולכן אין ערכים עצמיים ווקטורים עצמיים. אין פתרונות מעל   (11

1: מעל   2x i=  ,1 2 1 , 2x i i= + = +v ,1 2 1 ,2x i i= − = −v, 

1 2 0

1 1 2

i
D

i

+ 
=  

− 
 ,

1 1

2 2

i i
A

+ − 
=  
 

 

3xערכים עצמיים:   (12 3, וקטורים עצמיים:  = 1,1x= = −v .לא ניתנת ללכסון . 

13) 1, 1 3x x i= =  ,1 1,1,1x= =v ,( )31
1 3 ,1 3 , 2

ix
i i

= +
= − + −v ,

( )31
1 3 ,1 3 , 2

ix
i i

= −
= + − −v 

1
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מבוא מתמטי לפיסיקאים 2 (ממפיס 2)
פרק 18 - מרחבי מכפלה פנימית

תוכן העניינים

1. מרחבי מכפלה פנימית י 214

2. הנורמה והמרחק י 216

3. אי שוויון קושי-שוורץ, זווית בין וקטורים י 218

4. אורתוגונליות י 221

5. משלים אורתוגונלי י 224
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 מרחבי מכפלה פנימית 

  שאלות

) לכל שני וקטורים (1 ) ( )1 2 1 2, , ,v y y u x x= :נגדיר ,2-ב ,=

1 1 1 2 2 1 2 2, 3 3 4u v x y x y x y x y= − − +. 

 .2  -מהווה מכפלה פנימית ב לעילהאם ההגדרה  וקבד

 

) לכל שני וקטורים (2 ) ( )1 2 1 2, , ,v y y u x x=  :נגדיר ,2-ב, =

1 1 1 2 2 1 2 2, 3 3u v x y x y x y kx y= − − +. 

 ?2- ההגדרה לעיל מהווה מכפלה פנימית ב k עבור אילו ערכים של הקבוע

 

) לכל שני וקטורים (3 ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,v y y y u x x x=    :נגדיר ,3-ב ,=

1 1 1 3 2 2 3 1 3 3,u v x y kx y x y kx y x y= + + + +. 

 ?3- ההגדרה לעיל מהווה מכפלה פנימית ב kעבור אילו ערכים של הקבוע 

 

) לכל שני וקטורים (4 ) ( )1 1, , , , ,n nv v v u u u=  ,n-ב, =

 :נגדיר
1

,
n

i i i

i

u v k u v
=

=, 1  כאשר, , nk k  .מספרים חיוביים כלשהם 

 .n- כי הנוסחה לעיל מגדירה מכפלה פנימית ב והרא

1ik םאמהי המכפלה המתקבלת  1 לכל ,= i n ? 

 

A,  לכל שתי מטריצות (5 B ב - mxnM R ,:נגדיר  ( ), tr TA B B A= . 

-האם ההגדרה לעיל מהווה מכפלה פנימית ב וקבד mxnM R. 

tr מייצג את המילה  trace )סכום איברי האלכסון. כלומר,  ,)עקבה 

 

f,  לכל שתי פונקציות (6 g ב- ,C a b, :נגדיר ,

b

a

f g f gdx= . 

-מהווה מכפלה פנימית ב לעילהאם ההגדרה  וקבד ,C a b. 

  

1
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) , שעבורה הקבוצה3Rנתונה מכפלה פנימית על  (7 ) ( ) ( ) 1,1,0 , 1,1,0 , 1,0,0B = 

 מהווה בסיס אורתונורמלי. 
 את המכפלה הפנימית של שני וקטורים כלליים  וחשב

( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,x x x y y y. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 סופיות  תשובות

 ההגדרה לא מהווה מכפלה פנימית.  (1

2) 9k  

3) 1 1k−   

1ik  עבור (4 1 לכל = i n ,  .נקבל את המכפלה הפנימית הסטנדרטית 

- ההגדרה מהווה מכפלה פנימית ב (5 mxnM R. 

- ההגדרה מהווה מכפלה פנימית ב (6 ,C a b. 

7) ( )
1

1 2 3 2

3

1 1 0

, , 1 2 1

0 1 2

y

x x x y

y

−   
  − −
  −  
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 והמרחקהנורמה 

 שאלות

): 3-נתונים שלושה וקטורים ב (1 ) ( ) ( )1, 2, 2 , 3, 2,6 , 5,3, 2u v w= − = − = −. 

 : ו, חשב3- בהתייחס למכפלה הפנימית הרגילה ב

u, .א v ב. ,u w ג. ,v w ד. ,u v w+ 

u .ז v .ו u .ה v+ ח. ( )d ,u v 

   v̂ .י û .ט

 

-נתונות שלוש מטריצות ב (2 2 3M R: 

10 9 8 2 3 4 3 5 2
, ,

7 6 5 5 6 7 1 0 4
A B C

−     
= = =     

−     
. 

)  בהתייחס למכפלה הפנימית ), tr TA B B A= ב - 2 3M R, 

 : וחשב

A, .א B ב. ,A C ג. ,A B C+ 

B, .ד C 4 .ה 10 , 11A B C+ ו. A 

) .ח B .ז )d ,A B ט. Â 

 

- נתונים שלושה פולינומים ב (3 0,1C : 

( ) ( ) ( ) 23, 3 1, 4 1p x x q x x r x x x= + = + = − − 

)  בהתייחס למכפלה הפנימית : ) ( )
1

0

,p q p x q x dx= , 

 : וחשב

p, .א q ב. ,p r ג. ,p q r+ 

) .ה p .ד )d ,p q ו. r̂ 
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  :הוכיחו (4
2 2 2

2 ,u v u u v v+ = + +. 

 

:  הוכיחו (5
2 2 2

2 ,u v u u v v− = − +. 

 

  :הוכיחו (6
2 2

,u v u v u v− + = −. 

 

  :הוכיחו (7
2 2 2 2

2 2u v u v u v+ + − = + +. 

 

)  :הוכיחו (8 )2 21
,

4
u v u v u v+ − − =. 

 

u,ממ"פ ויהיו   Vיהי  (9 v V :וקטורים המקיימים  , ,u a u v b u v c= + = − =. 

u,ואת   vמצאו את   v. 

 

 סופיות  תשובות

 −8ד.   −3ג.   −5ב.   19א.  (1

 20ח.    96ז.   7ו.   3ה. 

ט. 
1 2 2

, ,
3 3 3

 
− 

 
י.     

3 2 6
, ,

7 7 7

 
− 

 
 

 −3168ה.    −24ד.   173ג.   −12ב.   185א.  (2

ט.  124ח.   139ז.   355ו.  
3 5 21

1 0 4355

− 
 

− 
 

ד.  −0.5833ג.  −9.5833ב.   9א.  (3
37

3
 

ה.  
4

3
ו.    

2 4 1

13
7

15

x x− −
 

 הוכחה. שאלת  (4

 הוכחה. שאלת  (5

 הוכחה. שאלת  (6

 הוכחה. שאלת  (7

 הוכחה. שאלת  (8

9) 
2 2 2 2 22

, ,
2 4

b c a b c
v u v

+ − −
= = 

1
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 שוורץ, יישומים - קושי שוויוןאי 

 שאלות

u,  אם כי  הוכיחו (1 v אז תלויים לינארית ,  ,u v u v= . 

 

1  יהיו (2 2, , , nx x x 1- ו 2, , , ny y y מספרים ממשיים. 

)כי   הוכיחו ) ( )( )
2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 1 2 1 2n n n nx y x y x y x x x y y y+ + +  + + + + + +. 

 

f,  יהיו (3 g  פונקציות רציפות בקטע הסגור   ,a b. 

)  כי  הוכיחו ) ( ) ( ) ( )

2

2 2

b b b

a a a

f x g x dx f x g x
    

    
    
  . 

 

 ענו על הסעיפים הבאים:  (4

)נניח כי   .א ) ( )1 1,..., , ,...,n nu u u v v v=  .nR  -שני וקטורי יחידה ב =

1כי   וח יהוכ  1 ... 1n nu v u v+ + . 

)  - נניח ש .ב )1,...,
n

nu u u R=  . 

)כי   וח יהוכ  ) ( )2 2

1 1... ...
n

n nu u n u u+ +  + +. 

 

1- נניח ש (5 2, ,..., na a a 1- מספרים חיוביים כך ש 2 ... 1na a a+ + + =. 

1הוכיחו כי   2 ... na a a n+ + + . 

 

הוכיחו את אי השוויון  (6
2

1 2

n

k

k n n

n=

+
. 

 

נתון כי   (7
1

1
n

i

i

a
=

= . 

הוכיחו כי  
22 2

1 2

1 2 2 3 1

1
...

2

n

n

aa a

a a a a a a
+ + + 

+ + +
. 
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נתון כי   (8
1 1

n n

i i

i i

a b
= =

= . 

הוכיחו כי   .א
2

1 1

1

2

n n
i

i

i ii i

a
a

a b= =


+

 . 

נתון כי   .ב
1

1
n

i

i

a
=

=,   הוכיחו כי
22 2

1 2

1 2 2 3 1

1
...

2

n

n

aa a

a a a a a a
+ + + 

+ + +
. 

 

נתון כי   (9
1 1

n n

i i i

i i

a a b
= =

  . 

הוכיחו כי  
1 1

n n
i

i

i i i

a
a

b= =

 . 

 

 ענו על הסעיפים הבאים:  (10

הוכיחו כי   .א
( )

( )

2

2
1

1

1

( )

n

i in
ii i

n
i i i

i i

i

a b
a b

a b
a b

=

=

=

 
− 

−  
+

+





. 

1הוכיחו כי   .ב 1

1

1 1

n n

i in
i i i i

n n
i i i

i i

i i

a b
a b

a b
a b

= =

=

= =


+

+

 


 
. 

 

)  הווקטוריםאת הזווית בין שני  וחשב (11 ) ( )1, 2, 2 , 2,1, 2u v= = −, 

 .3- ביחס למכפלה הפנימית הסטנדרטית ב

 

)  הווקטוריםאת הזווית בין שני  וחשב (12 ) ( )3, 4 , 1, 2u v= =, 

)  ביחס למכפלה הפנימית ) ( )1 2 1 2 1 1 1 2 2 1 2 2, , , 3x x y y x y x y x y x y= − −  . 2- ב ,+

 

)  שבין    עבור הזווית cos  את  ומצא (13 ) 2 1p x x= )- ו − ) 2q x x=, 

)  בהתייחס למכפלה הפנימית : ) ( )
1

0

,p q p x q x dx=  שב - 0,1C. 

 

2  שבין    עבור הזווית cos  את  ומצא (14 1 0 1
,

3 1 2 3
A B

−   
= =   −   

, 

)  בהתייחס למכפלה הפנימית : ), tr TA B B A= ב - 2 2M R. 

 

1
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,יהיו   (15 nu v   2וקטורי יחידה המקיימיםu v− =. 

 הם בהכרח כפולה בסקלר אחד של השני.  v- ו u- ש וח יהוכ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 סופיות  תשובות

 הוכחה. שאלת  (1

 הוכחה. שאלת  (2

 הוכחה. שאלת  (3

 שאלת הוכחה.  (4

 שאלת הוכחה.  (5

 שאלת הוכחה.  (6

 שאלת הוכחה.  (7

 שאלת הוכחה.  (8

 שאלת הוכחה.  (9

 שאלת הוכחה.  (10

11) 63.61 =  

12) 9.44 =  

13) cos 0.173 =  

14) cos 0.00036 =  

 שאלת הוכחה.  (15

1
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 אורתוגונליות

 שאלות

)  הווקטוריםכי הוכיחו  (1 ) ( )1, 2,3 , 4,7, 6u v= =  . 3- אורתוגונליים ב  −

 

)  הווקטורים עבורו   ,k  את ערכו של הקבועמצאו  (2 ) ( )1, ,3 , 4,7, 6u k v= = −   

 .3- יהיו אורתוגונליים ב

 

)  הווקטוריםוקטור יחידה המאונך לשני מצאו   (3 ) ( )1, 2,3 , 2,5,7u v=  .3- ב =

 

)  כי הפולינומים הוכיחו  (4 ) ( ) 22 1, 6 6 1p x x q x x x= − = − + 

אורתוגונליים בקטע   0,1 ביחס למכפלה הפנימית(  ( ) ( )
1

0

,p q p x q x dx= ). 

 

  במרחב (5 nP R מרחב הפולינומים ממעלה(  n  מעל  ) ,:נגדיר מכפלה פנימית  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

, 0 0 1 1
n

k

p x q x p k q k p q p q p n q n
=

= = + + +. 

  כי הפולינומים:הראו  

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )( )2 4 6 , 1 3 5 7p x x x x x q x x x x x x= − − − = − − − − 

  אורתוגונליים כאיברי המרחב 7P R,  .עם המכפלה הפנימית שהוגדרה לעיל 

 

1  נתונות שתי מטריצות: (6 4 1
,

3 1 2 3

k
A B

−   
= =   −   

. 

)  בהתייחס למכפלה הפנימית: ), tr TA B B A= ב - 2 2M R , 

 . עבורו המטריצות הנ"ל אורתוגונליות ,k  הערך של הקבועאת מצאו 

 

u  כי:הוכיחו  (7 v u v u v+ = −  ⊥. 

 ?2- מהו הפירוש הגיאומטרי של תכונה זו ב

 

  כי:הוכיחו  (8
2 2 2

u v u v u v+ = +  ⊥. 

 מהו הפירוש הגיאומטרי של תכונה זו? 
  

1
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)  כי :הוכיחו  (9 ) ( )u v u v u v− ⊥ +  =. 

 מהו הפירוש הגיאומטרי של תכונה זו? 

 

,3)  םמצאו וקטור שמאונך לשני הווקטורי (10 ,1)- ו(2,1 1, 2)−, 

 .3הוא  (1,1,0)קטור  וושמרחקו מהו 

 

,יהיו   (11 nu v  אורתוגונליים זה לזה ובעלי אותה נורמה. 0- וקטורים שונים מ , 

2נגדיר   , 3a u v b u v= − = +. 

 ? -ל  שווה cosאז   ,b-ל aהיא הזווית בין   אם 

 

1יהיו   (12 2, nw w   אורתוגונליים זה לזה ובעלי נורמה0- וקטורים שונים מ ,  k. 

1יהי   2

3

4
v w w= - וקטור שמרחקו מ  +

22w שווה למרחקו מ -
1w. 

- מ vמהו המרחק של  
1w? 
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 סופיות  תשובות

 שאלת הוכחה.  (1

2) 2k = 

3) 
1 1 1

, ,
3 3 3

− − 
 
 

 

 שאלת הוכחה.  (4

 שאלת הוכחה.  (5

6) 0.5k = 

 שאלת הוכחה.  (7

 שאלת הוכחה.  (8

 הוכחה. שאלת  (9

10) 
1 1 1 1 1 1

, , , ,
3 3 3 3 3 3

v or v
   

= − − = −   
   

 

11) 
1

50
 

12) 
5

4
k 

1
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 אורתוגונלימשלים 

 שאלות 

) יהי (1 ) ( ) 1,2, 1,1 , 2,5,3,1W span= −. 

W מצא בסיס וממד עבור ⊥. 
 .כי מתקיים משפט הפירוקהראו 

 

) יהי (2 ) 1,1,1w span=. 

W בסיס וממד עבורמצאו  ⊥. 
 הפירוק.כי מתקיים משפט הראו 

 

 יהי (3   2W span x P R= . 

W בסיס וממד עבורמצאו    ביחס למכפלה הפנימית האינטגרלית בקטע ,⊥ 0,1. 

 

 יהי (4   2

2,W span x x P R= . 

W בסיס וממד עבורמצאו  ביחס למכפלה הפנימית האינטגרלית בקטע  , ⊥ 0,1. 

 

 יהי (5 2 2

0 0 0 0
,

1 1 1 0
W span M R

    
=     

    
. 

W בסיס וממד עבורמצאו  ) ביחס למכפלה הפנימית  ,⊥ ), tr TA B B A= 

-ב 2 2M R. 

 

 .3האורתוגונלי של מרחב המטריצות האלכסוניות מסדר בסיס למשלים מצאו  (6

 

 .2בסיס למשלים האורתוגונלי של מרחב המטריצות הסימטריות מסדר מצאו  (7

 

0A נתונה מערכת משוואות הומוגנית (8 x =. 

 מרחב הפתרונות של המערכת.  U יהי
 , בעזרת המושג משלים אורתוגונלי U-פירוש אפשרי  ל נות

 .A והמושג מרחב השורות של המטריצה
 

1-נניח ש (9 2,W W הן תת קבוצות של V. 

1  כי: וחיהוכ 2 2 1W W W W⊥ ⊥  . 

  

1
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 . V הוא תת קבוצה של W-נניח ש (10

W  כי: וחיהוכ W ⊥ ⊥. 

 

 .  Vל הוא תת קבוצה ש  W-נניח ש (11

W:  כי וחיהוכ W ⊥  מממד סופי(. Vם )א   =⊥

 

1-נניח ש (12 2,W W הן תת קבוצות של V . 

)כי:  וחיהוכ )1 2 1 2W W W W
⊥ ⊥ ⊥+ = . 

 

-נניח ש (13
1 2,W W הן תת קבוצות של V . 

)  כי: וחיהוכ )1 2 1 2W W W W
⊥ ⊥ ⊥ = +. 

 

 סופיות  תשובות

1) ( ) ( ) 3,1,0,1 , 11, 5,1,0W span⊥ = − − 

2) ( ) ( ) 1,0,1 , 1,1,0W span⊥ = − − 

3) 22 1
,

3 2
W span x x⊥     

= − + − +    
    

 

4) ( ) 21.5 6 5W span x x⊥ = − + 

5) 
1 0 0 1

,
0 0 0 0

W span⊥     
=     

    
 

6) 

0 1 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 1 0

WB

    
    
    
    =
    
    
     
    

 

7) 
0 1

1 0W
B ⊥

  
=   −  

 

 הסבר בווידאו.  (8

 שאלת הוכחה. (9

 שאלת הוכחה. (10

 שאלת הוכחה. (11

 שאלת הוכחה. (12

 שאלת הוכחה. (13

1
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מבוא מתמטי לפיסיקאים 2 (ממפיס 2)
פרק 19 - קבוצות אורתוגונליות, בסיסים אורתוגונליים, התהליך של גרם-

שמידט

תוכן העניינים

1. בסיס אורתוגונלי, שוויון פרסבל, אי-שוויון בסל י 226

2. ההיטל של וקטור י 230

3. תהליך גרם-שמידט י 233
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 שוויון בסל -בסיס אורתוגונלי, שוויון פרסבל, אי

 שאלות

)  נתונה קבוצת וקטורים )1 ) ( ) ( ){ }2,1, 4 , 1,2,1 , 3, 2,1S = −  .3-ב −
 אורתוגונלית.  S  שהקבוצה והרא .א
 את הקבוצה לקבלת קבוצה אורתונורמלית.נרמלו  .ב
 . 3- שהקבוצה מהווה בסיס ל הוכיחו  ,ללא חישוב .ג

 
)  נתונה קבוצת וקטורים )2 ) ( ) ( ){ }2,1, 4 , 1,2,1 , 3, 2,1S = −  .3-ב −

)  את הווקטוררשמו  ללא דירוג, תוך שימוש במכפלות פנימיות,  )13, 1,7− ,
 .Sי כצירוף לינארי של איבר 

 
)  נתונה קבוצת וקטורים )3 ) ( ) ( ){ }2,1, 4 , 1,2,1 , 3, 2,1S = −  .3-ב −

)  את וקטור הקואורדינטות של וקטור כלשהורשמו  ), ,v a b c= 3- ב, 

 .S  ביחס לבסיס
 

}- נניח ש )4 }1 2, , , nu u u היא בסיס אורתוגונלי ל -V. 

v  שלכלהוכיחו  V∈, 1 אז 2
1 2

1 1 2 2

, , ,
, , ,

n
n

n n

v u v u v u
v u u u

u u u u u u
= + + +. 

  הערה: הקבוע
,
,

i
i

i i

v u
a

u u
 ,iu- ביחס ל  v  נקרא מקדם פורייה של =

 .iu- ביחס ל v  או הרכיב של

 
}  נתונה קבוצת פונקציות )5 }cos ,cos 2 ,cos3 ,S x x x=   ב-[ ]0,V C π=. 

 האם הקבוצה אורתוגונלית? אם כן, האם היא אורתונורמלית? 
 אורתוגונלית ולא אורתונורמלית,במידה והקבוצה 

 לקבלת קבוצה אורתונורמלית.   אותהנרמלו 
 ביחס למכפלה הפנימית האינטגרלית. ענו 

 
}  נתונה קבוצת פונקציות )6 }1,cos ,sin ,cos 2 ,sin 2 ,S x x x x=  ב-[ ]0,2V C π=. 

אורתונורמלית.   אותה לקבלת קבוצהנרמלו האם הקבוצה אורתוגונלית? אם כן,  
 ביחס למכפלה הפנימית האינטגרלית. ענו 

 האם הקבוצה מהווה בסיס? 
  

1
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)  נתונה קבוצה )7 ) ( ) ( ){ }2,4, 4 , 4, 1, 1 , 0,2, 2S = − −  .3-ב −

 . אורתוגונלית S  האם הקבוצהבדקו  
 אורתונורמלית? האם היא בסיס אורתוגונלי? האם היא 

 האם היא בסיס אורתונורמלי? 
 אותה. נרמלו במידה והקבוצה אורתוגונלית אך לא אורתונורמלית,  

 
}  נתונה קבוצה )8 }2 31, , ,S x x x= ב-[ ]3P R. 

 . אורתוגונלית S  האם הקבוצהבדקו  
 אורתונורמלית?  האם היא בסיס אורתוגונלי? האם היא

 האם היא בסיס אורתונורמלי? 
 אותה. נרמלו במידה והקבוצה אורתוגונלית אך לא אורתונורמלית,  

]- ביחס למכפלה הפנימית האינטגרלית בענו  ( ]  0,1( 

 
}  נתונה קבוצה )9 }21, 2 1,6 6 1S x x x= − − ]-ב + ]2P R. 

 . אורתוגונלית S  האם הקבוצהבדקו  
 האם היא בסיס אורתוגונלי? האם היא אורתונורמלית? 

 האם היא בסיס אורתונורמלי? 
 אותה. נרמלו במידה והקבוצה אורתוגונלית אך לא אורתונורמלית,  

]- ביחס למכפלה הפנימית האינטגרלית בענו  ( ]  0,1( 

 

]  קבוצההנתונה   )10 ]3

2 4 6 1 0 0 1 1 1
0 2 4 0 1 0 0 1 1
0 0 2 0 0 0 0 0 1

S M R
 −       = − − ⊆         

. 

   ?אורתוגונלית? האם היא בסיס אורתוגונלי S  האם הקבוצה  :בדקו
 האם היא אורתונורמלית? האם היא בסיס אורתונורמלי? 

 אותה. נרמלו   ,במידה והקבוצה אורתוגונלית אך לא אורתונורמלית
 . ריצותביחס למכפלה הפנימית הסטנדרטית של המט ענו 

 
 את שוויון פרסבל.  וח יוהוכ  ונסח  )11

 
 ענו על הסעיפים הבאים:  )12

1יהי   .א 1(1,1), (1, 1)
2 2

B  = − 
 

 .2Rבסיס אורתונורמלי של  

2vאת שוויון פרסבל עבור וקטור כלשהו    ואמת R∈. 

1יהי   .ב 1(1,1,0), (1, 1,0), (0,0,1)
2 2

B  = − 
 

 .3Rבסיס אורתונורמלי של  

3vאת שוויון פרסבל עבור וקטור כלשהו    ואמת R∈. 
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1יהי   )13 2 3 4

1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1, , ,
1 1 1 1 1 1 1 12 2 2 2

D A A A A
 − −        

= = = = =        − − − −        
. 

2מהווה בסיס אורתונורמלי של   D -ש וח יהוכ  .א ( )M R   עם המכפלה

)הפנימית   ), TA B tr B A=. 
2כתבו את שוויון פרסבל עבור מטריצה כללית   .ב ( )A M R∈  עם המכפלה

 הפנימית לעיל. 
 

)במרחב   )14 )[ , ]C π π−   של כל הפונקציות הרציפות בקטע[ , ]π π−   נגדיר את

,1המכפלה הפנימית הבאה  ( ) ( )f g f x g x dx
π

ππ −

= ∫. 

}תהי   }1 2( ) cos , ( ) sinf x x f x x=  מערכת אורתונורמלית במרחב זה.  =

את אי שוויון בסל עבור הפונקציה    ואמת
0

( )
0 0
x x

f x
x
≥

=  <
ביחס למערכת   

 הנתונה. 
 

)במרחב   )15 )[ , ]C π π−   של כל הפונקציות הרציפות בקטע[ , ]π π−   נגדיר את

,1המכפלה הפנימית הבאה  ( ) ( )f g f x g x dx
π

ππ −

= ∫. 

}תהי   }1 2 60sin , sin(2 ),..., sin(60 )f x f x f x= = מערכת אורתונורמלית במרחב   =
 זה.

את אי שוויון בסל עבור הפונקציה   וכתב
1 0

( ) 0 0
1 0

x
f x x

x

π

π

− − < <
= =
 < <

ביחס   

 למערכת הנתונה. 
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 סופיות  תשובות

) ב. שאלת הוכחה. א.  )1 )
( )

( ) ( )
22 2

2,1, 4 1, 2,1 3, 2,1
, ,

6 142 1 4
S
 − − 
 
 + + − 

 

 שאלת הוכחה. ג. 

2( ( ) ( ) ( ) ( )1 2413, 1,7 2,1,4 3 1,2,1 3, 2,1
7 7
−

− = + + − 

3( ( ) ( ) ( )2 4 2 3 22,1,4 1,2,1 3, 2,1
21 6 14

a b c a b c a b c+ − + + − +
+ + − 

 שאלת הוכחה.  )4
 הקבוצה אורתוגונלית, הקבוצה לא אורתונורמלית, )5

cos cos 2 cos3, , ,
0.5 0.5 0.5

x x xS
π π π

 
=  
 

 

 אורתוגונלית, הקבוצה לא אורתונורמלית,הקבוצה  )6
1 cos sin cos 2 sin 2, , , , ,
2

x x x xS
π π π π π

 
=  
 

 

הקבוצה אורתוגונלית, הקבוצה מהווה בסיס אורתוגונלי, הקבוצה אינה   )7

)  אורתונורמלית, ) ( ) ( )1 1 12,4,4 , 4, 1, 1 , 0,2, 2
36 8 18

S  
= − − − 
 

 

 .הקבוצה לא אורתוגונלית )8
 , הקבוצה אורתוגונלית, הקבוצה מהווה בסיס אורתוגונלי )9

( ) ( ){ }21, 3 2 1 , 5 6 6 1S x x x= − − + 

הקבוצה אורתוגונלית, הקבוצה אינה בסיס אורתוגונלי, הקבוצה לא   )10

  אורתונורמלית,
2 4 6 1 0 0 1 1 11 1 10 2 4 , 0 1 0 , 0 1 1

80 2 60 0 2 0 0 0 0 0 1
S

 −           = − −             
 

 שאלת הוכחה.  )11
 שאלת הוכחה.  )12
 שאלת הוכחה.  )13
 שאלת הוכחה.  )14

15( 2 2 2 2 2

16 1 1 1 12 ...
1 3 5 59π
 ≥ + + + +  

 

1

פרק 19קבוצות אורתוגונליות, בסיסים או...

229

229



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 
  ©  גיא סלומון  –כתב ופתר  

 

 ההיטל של וקטור

 שאלות

)  ואת ההיטל של c  את מקדם פורייה ומצא )1 )1,2,2v =  

)  לאורך  )0,1, 1w =  .3-ב ,−

 
)  ואת ההיטל של c  את מקדם פורייה ומצא )2 )1, 2,2,0v = −  

)  לאורך  )0,2, 1,2w =  .4-ב, −

)  גם מקובל לסמן )proj ,v w. 

 
)  ואת ההיטל של c  את מקדם פורייה ומצא )3 ) 2 1p x x= )  לאורך  − ) 2q x x= ,

]- במרחב הפולינומים עם המכפלה הפנימית האינטגרלית ב ]0,1. 

 

1  ואת ההיטל של c  את מקדם פורייה ומצא )4 2
3 4A  =  
 

1  לאורך   2
1 0B  =  − 

, 

 עם המכפלה הפנימית הסטנדרטית.  2במרחב המטריצות הממשיות מסדר  
 

3Vיהי   )5 R=   ויהי{ }1 2(1, 2,1), (1, 11)W span w w= = =  .V  תת מרחב של −

)קטור  ו את ההיטל של הו  ומצא 2, 2, 2)v = לפי המכפלה   W  על תת המרחב −
3V- הסטנדרטית בהפנימית  R=. 

vכסכום  vאת   מו בנוסף, רש v v⊥= +


v,  כאשר , W v W ⊥
⊥∈ ∈



. 

 
4Vיהי   )6 R=  .עם המכפלה הפנימית הסטנדרטית 

}ויהי   }1 2 3(1,1,0, 1), (1,0,11), (0, 1,1, 1)W span w w w= = − = = −  .V  תת מרחב של  −
,3)  וקטורו קטור הקרוב ביותר לואת הו ומצא 4,5,6)v  .W  תת המרחב ב =

W- ווקטור מ W- כסכום של וקטור מ vאת   ובנוסף, כתב  ⊥. 
 

]יהי   )7 ]( )0,1V C=   [0,1]מרחב הפונקציות הרציפות על הקטע. 

1ויהי   2
11,
2

W span w w x = = = − 
 

 .V  תת מרחב של  

24את ההיטל של   ומצא 4v x=   עם המכפלה הפנימית האינטגרלית  W  על  −
W- ווקטור מ  W- כסכום של וקטור מ vאת   ובנוסף, כתב הסטנדרטית. ⊥. 
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)נתון המרחב   )8 )[ 1,1]C עם המכפלה הפנימית   −
1

1

, ( ) ( )f g f x g x dx
−

= ∫ . 

)נגדיר תת מרחב של   )[ 1,1]C −          :{ }1 2| | , | |W sp f x x f x x= = + = −. 

)2מצאו את ההיטל של   )f x x=  עלW. 

 

)נתון המרחב   )9 )[ , ]C π π−   1עם המכפלה הפנימית, ( ) ( )f g f x g x dx
π

ππ −

= ∫ . 

)נגדיר תת מרחב של   )[ , ]C π π− :

{ }1 2 60sin , sin(2 ),..., sin(60 )W sp f x f x f x= = = = . 

}ידוע שהקבוצה   }60

1i i
f

=
 היא קבוצה אורתונורמלית.  

מצאו את ההיטל של 
1 0

( ) 0 0
1 0

x
f x x

x

π

π

− − < <
= =
 < <

 .Wעל   
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 סופיות  תשובות

1( ( )proj , 0, 0v w cw c= = = 

2( ( ) ( )2 2proj , 0, 2, 1, 2 ,
3 3

v w cw c −
= = − − = 

3( ( ) ( ) 25 5proj , ,
6 6

p q c q x x c= ⋅ = = 

4( ( ) 1 11 2proj , ,1 03 6
A B cB c = = = − 

 

5( ( ) (0, 2,0)vπ = ,(0, 2,0) ( 2,0,2)v v v⊥= + = + −


 
6( ( )( ) 5, 2,3,6vπ = ,(3, 4,5,6) (5,2,3,6) ( 2,2,2,0)v v⊥= + = + −



  

7( 14( ) 4
3

v xπ = − + ,214 24 4 4
3 3

v v v x x x⊥
   = + = − + + − +   
   



 

8( 3 | |
4Wproj f x= 

9( 4sin( ) 4sin(3 ) 4sin(5 ) 4sin(59 )...
3 5 59W

x x x xproj f
π π π π

= + + + + 
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 שמידט -תהליך גרם

 שאלות

)  נתון: )1 ) ( ) ( ){ } 31, 2,3 , 4,5,6 , 7,8,9U span= ⊆. 

 .U- בסיס אורתונורמלי ל ומצא
 

)  נתון: )2 ) ( ) ( ){ } 42, 2, 2, 2 , 1,1, 2,4 , 1,2, 4, 3U span= − − ⊆. 
 .U- בסיס אורתונורמלי ל ומצא

 
}  נתון: )3 } [ ]2 3

34, , ,U span x x x P x= ⊆. 

 ,U- בסיס אורתונורמלי ל ומצא
]  בהתייחס למכפלה הפנימית האינטגרלית בקטע  ]1,1−. 

 

]  נתון: )4 ]2
1 2 1 2 0 2, ,3 4 1 0 1 1U span M R      = ⊆      −      

. 

 ,U- בסיס אורתונורמלי ל ומצא
 של המטריצות.  הפנימית הרגילהבהתייחס למכפלה 

 

 

 
 סופיות  תשובות

1( ( ) ( )1 11,2,3 , 4, 1,2
15 21orthonormalB  

= − − 
 

 

2( ( ) ( ) ( )
1 2 3

2, 2, 2, 2 1, 1,0,2 1,3, 6,2
, ,

16 6 50orthonormalB w w w
 − − −

= = = = 
 

 

3( 
2 3

1 2 3 4
4 3 1 5 3ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,
32 2 8 8

3 5 7

orthonormal
x x x xB w w w w

 
 − − = = = = = 
 
  

 

4( 1 2 3

1 2 7 14 4 3
3 4 9 2 2 2ˆ ˆ ˆ, ,

30 330 33orthonormalB w w w

 −     
      − − −      = = = = 

 
  
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מבוא מתמטי לפיסיקאים 2 (ממפיס 2)
פרק 20 - מבוא לטופולוגיה

תוכן העניינים

1. מבוא לטופולוגיה י 234
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 מבוא לטופולוגיה

 שאלות 

2  נתונה הפונקציה (1 2 2( , ) 5 ln(4 )f x y x y y x= − − + −. 

 של הפונקציה.  Dאת תחום ההגדרה   ומצא . א

 .Dסקיצה של הקבוצה  ושרטט .ב

 האם הקבוצה חסומה?  . ג

 האם הקבוצה קשירה? .ד

 הפנימיות של הקבוצה. רשמו את כל הנקודות  .ה

 האם הקבוצה פתוחה?  .ו

 : מהי שפת הקבוצה? רשמו שתי נקודות שפה של הקבוצה .ז
 אחת אשר נמצאת בקבוצה ואחת אשר אינה נמצאת בקבוצה.

 הערה: נקודת שפה של קבוצה נקראת גם נקודה גבולית של הקבוצה.

 האם הקבוצה סגורה? .ח

)האם הפונקציה  . ט , )f x y   חסומה בקבוצהD? 

 ?D-האם הפונקציה רציפה ב .י

 

2  נתונה הפונקציה (2 2 1
( , ) 4f x y x y

x
= + − +. 

 של הפונקציה.  D את תחום ההגדרה  ומצא . א

 .Dסקיצה של הקבוצה  ושרטט .ב

 האם הקבוצה חסומה?  . ג

 האם הקבוצה קשירה? .ד

 רשמו את כל הנקודות הפנימיות של הקבוצה.  .ה

 האם הקבוצה פתוחה?  .ו

 : מהי שפת הקבוצה? רשמו שתי נקודות שפה של הקבוצה .ז
 אחת אשר נמצאת בקבוצה ואחת אשר אינה נמצאת בקבוצה.

 האם הקבוצה סגורה? .ח

)האם הפונקציה  . ט , )f x y   חסומה בקבוצהD? 

 ?D-האם הפונקציה רציפה ב .י
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2  נתונה הפונקציה (3 2( , ) 1
x y

f x y x y
x y

+
= − + + +

−
. 

 של הפונקציה.  Dאת תחום ההגדרה   ומצא . א

 .Dסקיצה של הקבוצה  ושרטט .ב

 האם הקבוצה חסומה?  . ג

 האם הקבוצה קשירה? .ד

 רשמו את כל הנקודות הפנימיות של הקבוצה.  .ה

 האם הקבוצה פתוחה?  .ו

 : מהי שפת הקבוצה? רשמו שתי נקודות שפה של הקבוצה .ז
 אחת אשר נמצאת בקבוצה ואחת אשר אינה נמצאת בקבוצה.

 סגורה?האם הקבוצה  .ח

)האם הפונקציה  . ט , )f x y   חסומה בקבוצהD? 

 ?D-האם הפונקציה רציפה ב .י
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 תשובות סופיות 

2א.  (1 2 21
( , ) | 5 ,

4
D x y x y y x

 
= +   
 

 ב.  

 ד. הקבוצה קשירה.  ג. הקבוצה חסומה. 

למעט הנקודות:  D-ה. כל הנקודות ב 2 2( , ) | 5 , 2 2C x y x y x= + = −   

 הקבוצה אינה פתוחה.ו. 

ז.    2 2 2
2 2 2 2( , ) | 5, ( , ) | 4 ,

C E

D x xx y x y x y y x −    −  = + = = 

(0,  נק' שפה שאינה שייכת לקבוצה. (0,0)נק' שפה ששייכת לקבוצה.   (5
 בקבוצה.ט. הפונקציה לא חסומה  ח. הקבוצה אינה סגורה.

 . . הפונקציה רציפה בכל תחום הגדרתהי
 

א.  (2 2 2( , ) | 4 , 0D x y x y x= +       .ב 

 ד. הקבוצה קשירה.  ג. הקבוצה לא חסומה. 
 
 

למעט הנקודות   D-ה. כל הנקודות ב 2 2( , ) | 4 , 2 2C x y x y y= + = −   

 הקבוצה איננה פתוחה.ו. 

 ז.   2 2( , ) | 4 , 2 2 ( , ) | 0 , | | 2

EC

D x y x y y x y x y = + = −   =  

 נק' שפה שאינה שייכת לקבוצה. (0,3)נק' שפה ששייכת לקבוצה.  (2,0)

 . Dט. הפונקציה לא חסומה בקבוצה  ח. הקבוצה אינה סגורה.
 הפונקציה רציפה בכל תחום הגדרתה. י. 

 

א.  (3 2 2( , ) | 1 ,D x y x y y x= −    .ב 

 
 

 הקבוצה לא קשירה. ד.  ג. הקבוצה לא חסומה. 

 הנקודות: למעט פנימיות  D-כל הנקודות בה.  2 2( , ) | 1x y x y or y x− = = 

 ו. הקבוצה איננה פתוחה.

ז.    2 2( , ) | 1 ( , ) |

EC

D x y x y x y y x = − =  = 

)נק' שפה ששייכת לקבוצה.  (0,0)  נק' שפה שאינה שייכת לקבוצה. −(1,0

)ט. הפונקציה  ה סגורה.ח. הקבוצה אינ , )f x y  לא חסומה בקבוצהD . 
 י. הפונקציה היא פונקציה אלמנטרית ולכן רציפה בכל תחום הגדרתה.

1
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מבוא מתמטי לפיסיקאים 2 (ממפיס 2)
פרק 21 - משוואות ליניאריות מסדר שני

תוכן העניינים

1. משוואה חסרה - שיטת הורדת סדר המשוואה י 237

2. משוואה לינארית, הומוגנית, עם מקדמים קבועים י 239

3. השוואת מקדמים בשיטת ''הניחוש המושכל'' י 241

4. השוואת מקדמים בשיטת ''המרשם'' י 243

5. וריאציית פרמטרים י 245

6. משוואה לינארית, עם מקדמים לא קבועים - משוואת אוילר  י (ללא ספר)

7. משוואה לינארית כללית, שיטת הפתרון השני, שיטת אבל י 246

8. הוורונסקיאן ושימושיו י 247

9. משפט הקיום והיחידות למדר לינארית מסדר שני י 249

10. השיטה האופרטורית י 250
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 שיטת הורדת סדר המשוואה –  החסר המשווא

 שאלות

 את המשוואות הבאות:   ורפת

1) ( ) 2 1
0 '' 'x x y xy

x
 + = 

 

2) ( )cos 0 '' tan 1 'x y x y − = 

 

3) ( )
2

2 ' '' ' 1 0xy y y− + = 

 

4) '' ln 'y x x y= 

 

5) 2'' 'xxy x e y= + 

 

6) ( )
2

'' ' 0yy y+ = 

 

7) ( )
2

2 '' ' 1y y y− = 

 

8) ( ) ( )
2

cos 0 '' tan 2 'y y y y = 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 1 2

1
lny C x C

x
= +  + 

2) 
1 2cosy x C x C= − +  + 

3) ( )
3/2

1 2 3

1

2
1 ;

3
y C x C y x C

C
=  + + =  + 

4) ( )1 2 3ln ;y C x x x C y C= − + = 

5) ( )
2

1 21
2

x x
y e x C C= − + + 

6) 
2

  ;   
2

y
cx k y c= + = 

7) 
( )

12
1

1
4

c x k
y

c

 +
= + 

  

 

8) ( )cot   ;   y cx k y c= − + = 

1
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 הומוגנית, עם מקדמים קבועים תלינארי  המשווא

 שאלות

 : 11-1בשאלות  את המשוואות   ורפת

1) '' 100 0y y− = 

 

2) '' 4 ' 0y y− = 

 

3) '' 8 ' 7 0y y y− + = 

 

4) ( ) ( )0 1 ,  ' 0 1,  4 '' ' 5 0z z z z z= = + − = 

 

5) '' 2 ' 0y y y− + = 

 

6) ( )
2

2
4 4 0

x x
x t

t t

 
+ + =

 
 

 

7) '' 4 0y y+ = 

 

8) '' 10 ' 125 0y y y+ + = 

 

9) ( ) ( )0 0, ' 0 3 ; '' 2 ' 10 0y y y y y= = − + = 

 

10) 5 '' 8 ' 4 0y y y+ + = 

 

11) 

( )2

1
''( ) ( ) 0 0

(0) 4

( ) ( ) 0

y x y x a
a

y

y y


− = 


=

  = − =



 

 
  

1
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)  נתונה המד"ר (12 )
2

'' ' 0yy y+ =. 

כי    והרא .א
1 4y 2y- ו = x=  .הם פתרונות של המד"ר 

)כי הפתרון    והרא .ב ) ( ) ( )1 2z x y x y x=  , אינו פתרון של המד"ר. +

 האם יש בכך סתירה לעקרון הסופרפוזיציה? 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

1) 10 10

1 2

x xy c e c e−= + 

2) 4

1 2

xy c c e= + 

3) 7

1 2

x xy c e c e= + 

4) xz e= 

5) 1 2

x xy c e c xe= + 

6) ( ) 2 2
1 2

t t

x t c e c te
− −

= + 

7) 1 2cos2 sin 2y c x c x= + 

8)  5

1 2cos10 sin10xy e c x c x−= + 

9) 2 sin3y e x= 

10) 
4

5
1 2

2 2
cos sin

5 5

x

y e c x c x
−

    
= +    

    
 

11) 
| |

4
x

ay e
−

= 

  הוכחה.שאלת  (12

1

פרק 21משוואות ליניאריות מסדר שני

240

240



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון  –כתב ופתר  
 

 " הניחוש המושכל "השוואת מקדמים בשיטת 

 שאלות

 : הבאותאת המשוואות   ורפת

1) 2'' 5 ' 6 22 6y y y x x+ + = + 

 

2) 2(0) 2,  '(0) 7; '' 2 ' xy y y y y e= = − + = 

 

3) '' ' 2 4sin 2y y y x− − = 

 

4) '' 2 xy y xe−− = 

 

5) 2'' 3 cosxy y e x− = 

 

6) '' sinz z x+ = 

 

7) 2 3'' 3 ' 2 2 2 4 xx xy xy y x e ee− + = + + + 

 

8) '' 3 ' 9y y x+ = 

 

9) '' 3 ' 2 xy y y e− + = 

 

10) 2'' 2 ' 6 2y y x x− = − 

 

11) 2'' 5 ' 6 t tx x x e e− −+ + = + 

 

12) '' 2 ' 5 sin2xy y y e x−+ + = 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 3 2 2

1 2 2 2x xy c e c e x x− −= + + + − 

2) 24x x xy e xe e= + + 

3) 2

1 2

1 3
sin 2 cos 2

5 5

x xy c e c e x x−= + + − 

4) 2 2

1 2 (2 )x x xy c e c e x e− −= + + − 

5) 2 2

1 2

3 3
cos sin

10 5

x x x xy c e c e e x e x−= + + + 

6) 1 2

1
cos sin cos

2
z c x c x x x= + − 

7) 2 2 2 3

1 2 3 3.5 3 2x x x x xy c e c e x x x e xe e= + + + + − − + 

8) 3 2

1 2

3

2

xy c c e x x−= + + − 

9) 2

1 2

x x xy c e c e xe= + − 

10) 3 2 2 3

1 2

x xy c e c e x x x− −= + − − − 

11) 2 3 2

1 2

1

2

t t t tx c e c e e te− − − −= + +  + 

12) sin 2xy e x−= 

1
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 "מרשםה"השוואת מקדמים בשיטת 

 שאלות

 : הבאותאת המשוואות   ורפת

1) 2'' 5 ' 6 22 6y y y x x+ + = + 

 

2) 2(0) 2,  '(0) 7; '' 2 ' xy y y y y e= = − + = 

 

3) '' ' 2 4sin 2y y y x− − = 

 

4) '' 2 xy y xe−− = 

 

5) 2'' 3 cosxy y e x− = 

 

6) '' sinz z x+ = 

 

7) '' 3 ' 9y y x+ = 

 

8) '' 3 ' 2 xy y y e− + = 

 

9) 2'' 2 ' 6 2y y x x− = − 

 

10) 2'' 5 ' 6 t tx x x e e− −+ + = + 

 

11) 2 3'' 3 ' 2 2 2 4x x xy y y x e xe e− + = + + + 

 

12) '' 2 ' 5 sin 2xy y y e x−+ + = 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 3 2 2

1 2 2 2x xy c e c e x x− −= + + + − 

2) 24x x xy e xe e= + + 

3) 2

1 2

1 3
sin 2 cos 2

5 5

x xy c e c e x x−= + + − 

4) 2 2

1 2 (2 )x x xy c e c e x e− −= + + − 

5) 2 2

1 2

3 3
cos sin

10 5

x x x xy c e c e e x e x−= + + + 

6) 1 2

1
cos sin cos

2
z c x c x x x= + − 

7) 3 2

1 2

3

2

xy c c e x x−= + + − 

8) 2

1 2

x x xy c e c e xe= + − 

9) 3 2 2 3

1 2

x xy c e c e x x x− −= + − − − 

10) 2 3 2

1 2

1

2

t t t tx c e c e e te− − − −= + +  + 

11) 2 2 2 3

1 2 3 3.5 3 2x x x x xy c e c e x x x e xe e= + + + + − − + 

12) sin 2xy e x−= 

1
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 וריאציית פרמטרים

 שאלות

 את המשוואות הבאות:   ורפת

1) 
1

''
sin

y y
x

+ = 

 

2) 2'' 4 ' 4 lnxy y y e x−+ + = 

 

3) '' 2 ' 3 1xy y y e x−+ + = + 

 

4) ( ) ( )1 0 , ' 1 0 ; '' 2 '
xe

y y y y y
x

= = − + = 

 

5) 
1

'' 3 ' 2
1 x

y y y
e−

− + =
+

 

 

6) '' 4 sec2y y x+ = 

 
 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 1 2cos sin cos sin ln siny c x c x x x x x= + −  +  

2)  
2

2 2 2 2 2

1 2

1
ln ln 1

2 2

x x x xx
y c e c xe e x x e x− − − − 
= + − − + − 

 
 

3) 
( ) ( )

( )

5 3

3/2

1 2

6 1 6 1
2 1

5 3

x x x x
x x

y c e c xe e xe x− − − −

 + +
   = + − − + +

  
  

 

4) ( )ln 0x x xy e xe xe x x= − +   

5) ( ) ( ) ( )2 2

1 2 ln 1 ln 1 1x x x x x x xy c e c e e e e e e− − − = + + + + + − +
 

 

6) 1 2

1
cos 2 sin 2 cos 2 ln cos 2 sin 2

4
y c x c x x x x x= + + +  

1
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 משוואה לינארית כללית, שיטת הפתרון השני, שיטת אבל

   שאלות

)  ורפת (1 )tan 2 tan 4 0y x y x y +  − + )כאשר ידוע   ,= ) 2

1

xy x e=. 

 

)  ורפת (2 )21 2 2 0x y xy y − + − =. 

 

לא    כללית, לפתרון מד"ר לינארית,   "הפתרון השני" את שיטת  ור יהסב (3
 : על המד"ר ימוהדג  מסדר שני.  הומוגנית,

( ) ( ) ( )
2

0 1 ,     1 2 1 xx x y x y y x e−   − +  − = − , 

)  -ש  כאשר ידוע )1

xy x e=,  .פתרון של המד"ר ההומוגנית המתאימה 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) ( )2 2

1 2 sin 4cosx xy c e c e x x−= + − 

2) ( )2

1 2 1y c x c x= + + 

 שאלת הדגמה.  (3

1
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 הוורונסקיאן ושימושיו 

 שאלות

)האם ייתכן כי   (1 ) ( )1 2, sinxy x e y x x= הם שני פתרונות של המשוואה   ,=

( ) ( )'' ' 0y p x y q x y+ + עם מקדמים רציפים בקטע   ,= 0,? 

 

)הראו כי הפונקציות   (2 ) ( )2 2

1 2sin , cosy x x y x x=  הן פתרונות בת"ל  =

''3של המשוואה   ' 4 0xy y x y− + )בקטע   ,= )4,− . 

0xחשבו את הוורונסקיאן של הפונקציות והראו כי הוא מתאפס רק עבור   = . 
 מהי הטענה? והאם דני צודק?  .דני טוען שיש בכך סתירה לטענה ידועה

 

)בדיקה ישירה מראה שהפונקציות   (3 ) ( )1 2,x xy x xe y x e−= =, 

הן פתרונות של המשוואה  
2 2 3

'' ' 0
1 2 1 2

x
y y y

x x

+
− − =

+ +
, בקטע  

1
,

2

 
−  
 

. 

 האם הפונקציות הללו בת"ל בקטע? 

 

3נתונות שתי פונקציות   (4 3

1 2 , y x y x= בקטע   ,= 4,4−. 

 חשבו את הוורונסקיאן של הפונקציות בקטע.  .א

 בדקו האם הפונקציות תלויות לינארית בקטע.   .ב

האם ייתכן כי הפונקציות הן פתרונות של אותה מד"ר הומוגנית מסדר   .ג
 שני בעלת מקדמים רציפים?

''הפונקציות הנתונות הן פתרונות של המד"ר   .ד 2 ' 0xy y− =. 

 האם יש בכך סתירה לתוצאה בסעיף ג'?  

 

 על הסעיפים הבאים:  ו ענ (5

)יהיו   .א ) ( )1 2,y x y x   פונקציות גזירות פעמיים בקטעI, 

 .I- כי הוורונסקיאן שלהן שונה מאפס ב ונניח 
 בעלת מקדמים רציפים   ,2כי קיימת משוואה הומוגנית מסדר  וח יהוכ 

)- ש ,בקטע ) ( )1 2,y x y x  .הם פתרונות שלה 

0xמשוואה הומוגנית מסדר שני עם מקדמים רציפים בקטע   ומרש .ב  ,

)שהפונקציות   ) ( )2 4

1 2,y x x y x x=  הן פתרונות שלה.  ,=

  

1
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)נתון כי   (6 ) ( )1 2,y x y x  הם פתרונות של המד"ר ,( ) ( ) ( )'' ' 0y x p x y q x+ + = ,

p,, כאשר  Iבקטע   q   רציפות בקטעI. 

), שעבורה  Iבקטע   cכי אם קיימת נקודה    הראו ) ( )1 2 0y c y c= =, 

)אז  ) ( ) 1 2,y x y x  .אינה מערכת בסיסית של פתרונות המד"ר הנתונה 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

    לא. (1

2) 2W x= − 

 כן.   (3

0Wא.  (4  ד. לא.    ג. לא.   . בדיקהשאלת ב.    =

''ב.  . א. שאלת הוכחה  (5 '

2

5 8
0y y y

x x
− + = 

  שאלת הוכחה. (6

1
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 משפט הקיום והיחידות למדר לינארית מסדר שני

 שאלות

''נתונה המשוואה   (1 4 12y y x− =. 

 את המשוואה.   ורפת .א

פתרון המקיים:   ומצא .ב
( )

( )

0 1

' 0 11

y

y

 =


=

. 

למצוא פתרון המקיים:   ונס .ג

( )

( )

( )

0 4

' 0 2

'' 0 1

y

y

y

 =


=


=

. 

 האם כישלונך מפריך את משפט הקיום? 

)דוגמה מפורשת לשני פתרונות שונים, המקיימים    נות .ד )0 1y =. 

 האם הדוגמה מפריכה את משפט היחידות? 

 

)נתונה הבעיה:   (2 )

( )

2 '' 2 ' 2 0

0 0

' 0 0

x y xy y

y

y

 − + =


=


=

. 

)כי    והרא )1 0y x )- ו = ) 2

2y x x= .הם פתרונות של הבעיה , 

 סתירה למשפט הקיום והיחידות? האם אין בכך 

 

מסדר שני, עם מקדמים רציפים   ליניארית האם קיימת משוואה דיפרנציאלית (3
0xבסביבת הנקודה   4y, כך שהפונקציות  = x= ו -sin 4y x=  ?הן פתרונותיה 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

2א.  (1 2

1 2 3x xy c e c e x−= + 2ב.   − 24 3 3x xy e e x−= − − 

 . המשוואות הראשונה והשלישית סותרות זו את זו. לאג. 
 כנסו לאתר.ד.  לפתרון המלא עם הסברים מפורטים הי

 לפתרון המלא עם הסברים מפורטים היכנסו לאתר. (2

  הסברים מפורטים היכנסו לאתר.לפתרון המלא עם   (3

1
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 השיטה האופרטורית

 .בדקו עם המרצה אם הוא נדרש או לאהערה: נושא זה לא נלמד בדרך כלל; 
 

)בשאלות אלו הסימון הוא:  ) ( ) ( )2 '' 'aD bD c y Q x ay by cy Q x+ + =  + + =. 

 

 שאלות

 תור את המשוואות הבאות: פ

1) ( )2 22 4 10 11x xD D y e e−− − = + + 

 

2) ( )2 42 1 10 1x xD D y e e− + = + − 

 

3) ( )2 102 4 14x xD D y e e+ − = + + 

 

4) ( )2 4 sin5D y x+ = 

 

5) ( )2 4 sin cos cos 2D y x x x− = 

 

6) ( )2 2 cos 3sinD D y x x+ − = − 

 

7) ( )2 2 3 2cos cos 2D D y x x+ − = 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 2 2

1 2 5 5.5x x x xy c e c e e e− −= + + − − 

2) 4 2

1 2

10
1

9

x x x xy c e c xe e x e= + + + − 

3) 2 10

1 2

1
4 7

72

x x x xy c e c e xe e= + − + + 

4) 1 2

1
cos 2 sin 2 sin 5

21
y c x c x x= + − 

5) 2 2

1 2

1
sin 4

80

x xy c e c e x−= + − 

6) 2

1 2 sinx xy c e c e x−= + + 

7) 3

1 2

1 1 1 1
sin cos sin 3 cos3

10 5 30 15

x xy c e c e x x x x−= + + − + − 

1
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מבוא מתמטי לפיסיקאים 2 (ממפיס 2)
פרק 22 - משוואות מסדר ראשון

תוכן העניינים

1. מבוא  י (ללא ספר)

2. הפרדת משתנים י 252

3. משוואה הומוגנית י 254

4. משוואה מהצורה dx+(dx+ey+f)dy=0(ax+by+c) י 256

5. משוואה מדויקת י 257

6. גורם אינטגרציה י 259

7. משוואה לינארית מסדר ראשון י 262

8. משוואת ברנולי י 264

9. משוואת ריקטי י 265

10. הצבות שונות ומשונות י 266

11. משפט הקיום והיחידות על שם פיאנו ופיקארד י 267

12. פתרונות גרפיים ונומריים למשוואה מסדר ראשון י 270

13. משוואות מסדר ראשון וממעלה גבוהה י 272

251

251
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 הפרדת משתנים

 שאלות

 את המשוואות הבאות:    ורפת

1) ( )
2

0
dy x

y
dx y

 = 

 

2) ( ) 21 'x y y− = 

 

3) 2 2' 1 1 0yy x x y+ + + = 

 

4) (2) 1 ; ( 1) 4
dy

y x y
dx

= − = 

 

5) (1) 1 ; 3 3 9
dy

y xy y x
dx

= − = + − − 

 

6) ( ) ( )2 2 2 22 2 4 4 0x y x y dx xy x y dy− + − − − − + = 

 

7) ( )22 4dy t y dt= + 

 

8) 2 2 2
dx

x x
dt

= − + 

 

9) 2( ) 1 ; ' sin 0y y y x = + = 

 

10) ( ) 2cos 0 (0) 5 ; sec
dy

x y y x
dx

 = = 

 

11) ( )
3

2
0 1    ;     

1

dy xy
y

dx x
= =

+
 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 32

3
y x k=  + 

2) 
1

,    0
ln |1 |

y y
x c

= =
− −

 

3) 2 21 1y x c+ = − + + 

4) 
1

ln | | ln | 1|
4

y x= − 

5) 
2

ln | 3 | 3 ln 4 3.5
2

x
y x− = + + − 

6) ( )
2

2 1y x k=  − + 

7) ( )22tan 2y t k= + 

8) ( )1 tanx t c= + + 

9) 
1

cos
y

x
= − 

10) ln tan ln 5y x= + 

11) 2

2

1
1 1.5

2
x

y
= + −

−
 

1
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 הומוגנית המשווא

 שאלות

 : 8-1בשאלות  את המשוואות   ורפת

1) ( )3 3 2 0y x dx xy dy+ + = 

 

2) 
4 3

'
2

y x
y

x y

−
=

−
 

 

3) 2 2 ' 'y x y xyy+ = 

 

4) ( ) ( )2 23 0xy y dx x xy dy+ + + = 

 

5) cos cos 0
y y

x y dx x dy
x x

 
− + = 

 
 

 

6) 
2

2 2

( / )

2 2 ( / ) 2 ( / )

2
'

2

x y

x y x y

xye
y

y y e x e
=

+ +
 

 

7) ( )2 2(1) 0 ; 0y y x y dx xdy= + + − = 

 

8) ( ) ( )2 3 3 2 22 2 4 6 2 0x t x dt x x t xt dx− + − + = 

 

)  נתונה המשוואה (9 )2 2 0ny x dx xy dy+ + =. 

 על מנת שהמשוואה תהיה הומוגנית? , nמה צריך להיות הערך של הקבוע   .א

 בסעיף א.  נמצאש nאת המשוואה עבור הערך של    ורפת .ב

  

1
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 תשובות סופיות 

1) ( )
3

1/3

1
ln ln 2 / 1  ,       

6 2

x
x y x c y− = + + = − 

2) ( ) ( )
1 5

ln ln / 1 ln / 3  ,    ,   3
4 4

x y x y x c y x y x= − − + + = = − 

3) ( ) ( )ln ln / / ,     0x y x y x c y− = − + = 

4) ( )
21

ln ln 2 / 4 ,    0,     2
4

x y x c y y x− = + + = = − 

5) ( )ln sin /x y x c= − + 

6) ( )( )
2

/
ln 1 ln ,      0

x y
e y c y+ = + = 

7) 1ln sinh
x

x c
y

−  
= + 

 
 

8) ( ) ( ) ( ) ( )
21

ln ln / / ,    0,     
2

t x t x t c x t x t t= − − + = = 

9) ( )( )21
1,   ln ln 1 2 /

4
n x y x c= = − + + 

1
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)משוואה מהצורה  ) ( ) 0ax by c dx dx ey f dy+ + + + + = 

 שאלות

 את המשוואות הבאות:   ורפת

1) 
1

2

dy x y

dx x y

+ +
=

+ +
 

 

2) ( ) ( )2 3 2 4 1 0x y dx x y dy+ + + + − = 

 

3) 
2 5

2 4

dy y x

dx x y

− +
=

− −
 

 

4) 
3 2

1

dx x y

dy x y

+ +
=

+ +
 

 

5) ( ) ( )2 3 1 0x y dx x y dy+ − + + − = 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) ( ) ( )( )
1 1 1

1 ln 2 1 1 ,    1.5
2 4 4

x x y x y c y x= + + + + + + + + = − − 

2) 
1 2 3 2

ln 1 ln 1 ln 1   , 3  ,    1
2 1 2 1

y y
x c y x y x

x x

+ +
− = − − + + = − = − −

− −
 

3) ( )
2

0 14 2 3y x y k= − + + + 

4) ( ) ( )1 2 2
ln 1 2 2 ln 2 2 2 2 ln 2 2

4 1 1

y y
x c

x x

 + + 
− = − + − + − + + + − − 

 

0.5 2 0.5 ,  0.5 2 0.5y x y x= − − = − − + 

5) 
2

1 1 1
ln 2 ln 2 2

2 2 2

y y
x c

x x

 + + 
− = + + +   − −  

 

1
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 משוואה מדויקת

 שאלות

 : 6-1בשאלות  את המשוואות   ורפת

1) ( ) ( )32 3 3 1 0x y dx x y dy+ + + − =

 
 

2) ( ) ( )2 3 22 2
4 2 3 0xy xyy e x dx xye y dy+ + − =

 
 

3) ( ) ( )2cos 2 sin 1 0y yy x xe dx x x e dy+ + + − =

 
 

4) ( )2 21 sin 2 2 cos 0y x dx y xdy+ − =

 
 

5) 2 1
2 2 ( 1) 0

( )

y
y dx y x dy

x x y x y

   
− + + + + =   

+ +    
 

6) ( ) ( )2 3 3 2 22 2 4 6 2 0x t x dt x x t xt dx− + − + =

 
 

)נתונה המשוואה   (7 ) ( )2 33 2 0xy xyx ye dx y kxe dy+ + +  קבוע.   kכאשר  ,=

 שהמשוואה תהיה מדויקת?  על מנת, kמה צריך להיות הערך של הקבוע   .א

 בסעיף א.  מצאנש kפתור את המשוואה עבור הערך של   .ב
 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 4 20.5 3 0.5x yx y y c+ + − = 

2) 
2 4 3xye x y c+ − = 

3) 2sin yy x x e y c+ − = 

4) 
2 2cos2

2 2

y x y
x c− − = 

5) 2ln ( 1) 2 lnx y x y x x c+ + + + − = 

6) 2 2 3 42x t x t x c− + = 

7) 
4

31,   
2

xy y
k x e c= + + = 

1
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 גורם אינטגרציה 

 שאלות

)שהמשוואה   והרא (1 )2 3 21 ' 0x y x y y+ +  , אינה מדויקת =

האינטגרציה  אותה בעזרת גורם  ור ופת
3

1

xy
. 

 

שהמשוואה   והרא (2
sin cos 2 cos

2 sin 0
x

xy y e x
e x dx dy

y y

−
−    +

− + =  
   

 

 .xyeאותה בעזרת גורם האינטגרציה   ו רופת ,אינה מדויקת

 

)שהמשוואה  והרא (3 )2 sin cos 0x ydx x ydy+ +  , אינה מדויקת =

 .xxeאינטגרציה  האותה בעזרת גורם  ור ופת

 

 : 9-4בשאלות    המשוואותאת   ורפת

4) ( ) ( )2 2 0x y x dx xy dy+ + + =  

 

5) ( )2 2 0x x y dx ydy− − + = 

 

6) ( ) ( )3 4 32 2 0xy y dx xy dy+ + − = 

 

7) ( )2 0y y dx xdy− + = 

 

8) ( ) ( )2 2 2 0y xy dx x x y dy− + + = 

 

9) ( )
2

3 4

3
1 1 ; '

2

yx
y y

x y
= − =

+
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)נתונה מד"ר לא מדויקת   (10 ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+ =. 

): אם  וח יהוכ  .א )y xM N
f x

N

−
אז  ,=

( )f x dx

e  .הוא גורם אינטגרציה 

): אם  וח יהוכ  .ב )y xM N
g y

M

−
אז  ,=

( )g y dy

e
− הוא גורם אינטגרציה . 

 

)  נתונה המשוואה הדיפרנציאלית (11 ) ( )4 3 24 2 3 0y xy dx xy x dy− + − =. 

 בלבד. xyבהנחה שהוא פונקציה של   ,את גורם האינטגרציה של המשוואה ומצא

)  גורם האינטגרציה מהצורה  ,כלומר )xy. 

 

)נתונה המשוואה   (12 ) ( )2 3 2 2 35 3 2 3 3 6 0x y xy dx x xy y dy+ + + + + =. 

)  בהנחה שהוא מהצורה ,את גורם האינטגרציה ומצא )x y +. 

 

)  ציאליתנ נתונה המשוואה הדיפר  (13 ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+ =. 

 על מנת שיהיה לה גורם אינטגרציה  ,תנאי על המשוואה  ומצא

  פונקציה שלשהוא  
x

y
 בלבד. 

 

)  נתונה המשוואה הדיפרנציאלית (14 ) ( )2 3 2 0x y dx x xy dy+ + =. 

x  בהנחה שהוא פונקציה של ,את גורם האינטגרציה של המשוואה ומצא y . 

)גורם אינטגרציה מהצורה    ,כלומר )x y . 

 

)נתונה המשוואה הדיפרנציאלית   (15 ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+ =. 

על מנת שיהיה לה גורם אינטגרציה שהוא   ,תנאי על המשוואה  ומצא .א
 בלבד.  xy  פונקציה של

בסעיף א' על מנת למצוא את גורם האינטגרציה של המשוואה   והיעזר  .ב

( )2 ln 0y xy x dx xdy− + =. 

 

)  נתונה המשוואה הדיפרנציאלית (16 ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+ =. 

 שיהיה לה גורם אינטגרציה תנאי על המשוואה על מנת  ומצא
xשהוא פונקציה של   y+ .בלבד 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 
2

20.5 ln
2

y
x y c

−

+ + =
−

 

2) sin 2 cosxe y y x c+ = 

3) 2sin xy e x c  = 

4) 
3

4 2 20.25 0.5
3

x
x x y c+ + = 

5) ( )2 21
ln

2
x y x c+ − = 

6) 2

2

1
x xy c

y
+ + =  

7) 
x

x c
y

− = 

8) 
1

ln x y c
xy

− − + = 

9)  
3 32 1

3 3

x y

y
− + = 

 . שאלת הוכחה (10

11) ( ) ( )
2

xy xy = 

12) ( ) ( )
2

x y x y + = + 

13) 
( ) ( )

( )2
2

if:    then:  I.F.:

y xy M N

y x yN xM
y M N

xh e
yyN xM



−

+
− 

= =
+

 

14) 
3

1

xy
 = 

)א.  (15 )if :      then: I.F. : 

y xM N

y x yN xM
M N

h xy e
yN xM



−

−
− 

= =
−

 

ב. 
2 2

1

x y
 = 

16) ( )if :      then:I.F.:
y xM N

y x N M
M N

h x y e
N M



−

−
− 

= + =
−
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 ת מסדר ראשוןוליניארי משוואות

 שאלות

 את המשוואות הבאות:   ורפת

1) 2 4
dy

xy x
dx

+ = 

 

2) 3 2' 3 2xy y x x x= + + − 

 

3) ( ) ( ) ( )
3

2 2 ' 2 2x x y y x − = + − 

 

4) ( ) ( )3 2 30 ' 2 3x x y x y x + − = 

 

5) ( )0 1 ; 2 2
dy

y y t
dt

= + = + 

 

6) ( ) cossin 0 cot 5 xdy
x y x e

dx
 + = 

 

7) ( )sin 0 ' 2 cot 1x y y x − = 

 

8) ( ) 20 ; ' 2 cosz x z xz x = + = 

 

9) ( )32ydx x y dy= + 
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 תשובות סופיות 

1) 
2

2 xy C e−= +  

2) 
2

3 2ln
2

x
y x x x C

 
= + − + 

 
 

3) ( ) 22 4y x x x C = − − +  

4) 
2

1

3 31

2
xy x C x e= +  

5) 2 ty t e−= + 

6) cos1
5

sin

xy e C
x
 = − +  

7)  2sin coty x x C= − + 

8) 
2

sin x
z

x
= 

9) ( ) ( )2x y y y c= + 

1
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 משוואת ברנולי

 שאלות

 את המשוואות הבאות:   ורפת

1) 2 3' 2 0x y xy y+ − =

 
 

2) ( )2 21 ' 2 0x y xy y+ − − =

  

3) 2 1/22
dy

x y x y
dx

− =

 
 

4) ( ) 4 3 21
1 2.5 ; ' 5y y x y x y

x

 
= − + = − 

  
 

5) ( ) 31
sin 0 ' cot

sin
x z x z z

x
 −  = 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
4

1

2

5

y

c x
x

= 

+ 

 

2) 
2 1x

y
x C

+
=
− +

 

3) 
2

2

2

x
y x C

 
= + 

 
 

4) 
5

5

5 x

x

xe
y

e e
=

+
 

5) 
2sin

cos

x
z

x C
= 

+
 

1
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 משוואת ריקטי 

 שאלות

 את המשוואות הבאות:   ורפת

1) 2 25
' 1

2

x xy e e y y
 

= + + + 
  

 

2) ( )
2

' 1y x y= + −

  

3) ( )2 2' 1 2 cos 1 4 cos 2 cosy x x x x x y y x= + + − + + 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 סופיות  תשובות

1) ( )
1.52

3

0.5
x

x

x

e
y x e

Ce−

= − +

− +

 

2) ( )
1

y x x
x C

= +
− +

 

3) ( )
1

cos sin x
y x x

x x Ce
= +

− +
 

1
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 ומשונות שונות הצבות 

 שאלות

 את המשוואות הבאות:   ורפת

1) ( )' cosy y x= − 

 

2) ( )2

2
' cos ; 1 0

y y
y y

x x

 
= + = 

 
 

 

3) ( )
4

2 2' , 0 1
4

x
y x y y x y− + = − = 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
1

sin
c

z
− + 

2) 
1 1 sin

ln
2 1 sin

z

z

+ 
 
− 

 

3) 
2 1

2 1

x
y

x
= +

+
 

1
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 על שם פיאנו ופיקארד   משפט הקיום והיחידות

 שאלות

)נתונה הבעיה   (1 ) 21 1
2 1  ,  '

2 4
y y x x y= − = − + +. 

)- ש וח יהוכ  .א ) ( ) 2

1 2

1
1,    

4
y x x y x x= − + =  הם פתרונות לבעיה.  −

 באיזה תחום תקף כל אחד מהפתרונות.   וקבע

 מדוע קיום שני פתרונות לא סותר את משפט היחידות.  ור יהסב .ב

 

)  נתונה הבעיה (2 ) 30 0 ,    ' 4y y y= = +. 

 שהבעיה מקיימת את תנאי משפט הקיום. וח יהוכ  .א

 שהבעיה אינה מקיימת את תנאי היחידות. וח יהוכ  .ב

 אותו.  וומצא   ,שלבעיה קיים פתרון יחיד וח יהוכ  .ג

 

)את הבעיה    ורפת (3 ) ( )2 2 24 0 ,   ' cos sin
2

y y x y y x y
 

= = + − + 
 

. 

 

)נתונה הבעיה   (4 ) ( )( )
5

20 4 ,   ' 1y y y x y= = − +. 

 הבעיה בהכרח חסום מלמטה.שכל פתרון של   והרא .א

 שכל פתרון של הבעיה בהכרח עולה בתחום הגדרתו.  והרא .ב
 

)  נתונה המד"ר (5 )32ydx x y dy= +. 

)הראו שעבור   .א )x x y=  ,המד"ר ליניארית מסדר ראשון 

 . אתופתרו אותה ככז

 קבעו, על פי משפט הקיום והיחידות למד"ר ליניארית,  .ב

)מהן נקודות ההתחלה   )0 0,x yהנתונה קיים פתרון יחיד,  , כך שלמד"ר 

)העובר דרך   )0 0,x y. 

 צטטו את המשפט עבור המד"ר הליניארית שקיבלתם.

)מהו הקטע הארוך ביותר שבו קיים פתרון יחיד העובר דרך   )0 0,x y? 

  

1
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התחלה  נתונה בעיית ה (6
' 2

(0) 1

y xy

y

=


=
. 

 רובי פיקארד לפתרון הבעיה. יק 3מצאו  .א

 )הוכיחו באינדוקציה(.  nמצאו צורה כללית לקירוב פיקארד מסדר   .ב

 n  והראו כי קירוב פיקארד מסדר ,פתרו את המד"ר ישירות  .ג
nמתכנס לפתרון כאשר   → . 

 

)כמה פתרונות יש לבעיית ההתחלה   (7 )
1

' | sin |
0

(1)

y y
x x

y 


=

 
 =

? 

 

  נתונה בעיית התחלה (8
2' 5 5

(0) 0

y y

y

 = +


=
. 

 יה קיים פתרון יחיד. עקטע כלשהו שבו לב ומצא .א

שבו משפט הקיום והיחידות יודע להגיד   ,את הקטע הגדול ביותר ומצא .ב
 שקיים פתרון יחיד. 

  נמצאשקיים קטע גדול יותר מהקטע ש ,על ידי חישוב ישיר  ,והרא .ג
 בו קיים לבעיה פתרון יחיד.  ,בסעיף ב'

 

  נתונה בעיית התחלה (9
( )' 0

(0) 1

x
y y

y

y


= − 


 =

. 

 יה קיים פתרון יחיד. עקטע כלשהו שבו לב ומצא .א

שבו משפט הקיום והיחידות יודע להגיד   ,הגדול ביותראת הקטע  ומצא .ב
 שקיים פתרון יחיד. 

  מצאנ שקיים קטע גדול יותר מהקטע ש ,על ידי חישוב ישיר  ,והרא .ג
 בו קיים לבעיה פתרון יחיד.  ,בסעיף ב'

 

הראו כי לבעיה   (10
0 0

' sin

( )

y x y

y x y

= +


=
 יש פתרון יחיד על כל הישר הממשי. 

 

הראו כי לבעיה   (11
0 0

' sin

( )

y x xy

y x y

= 


=
 יש פתרון יחיד על כל הישר הממשי. 

 

הראו כי לבעיה   (12
2

0 0

'

( )

yy xye

y x y

− =


=

 יש פתרון יחיד על כל הישר הממשי. 

 

1
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 תשובות סופיות 

 . ב. שאלת הסבר  . שאלת הוכחהא.  (1

 . ג. שאלת הוכחה  . ב. שאלת הוכחה  . א. שאלת הוכחה (2

3) ( ) 0y x =  

 ב. שאלת הוכחה.   . א. שאלת הוכחה (4

 ראו שאלה אחרונה בנושא 'מד"ר ליניארית מסדר ראשון'. א.  (5

)כל נקודת התחלה  ב.  )0 0,x y  0, שעבורה 0y . 

)הקטע הארוך ביותר:       )0,   או( ),0−. 

א.  (6
2 4 2 4 6

2

0 1 2 3( ) 1, ( ) 1 , ( ) 1 , ( ) 1
1! 2! 1! 2! 3!

x x x x x
y x y x x y x y x= = + = + + = + + + 

ב. 
4 6 2

2( ) 1 ...
2! 3! !

n

n

x x x
y x x

n
= + + + +  ג. הוכחה.   +

 אחד.  (7

א.  (8 0.08,0.08−  .ב[  הוכחה. ג.   −[0.1,0.1

א.  (9
1 1

,
4 4

 
− 
 

]ב.     ג. הוכחה.   −[0.5,0.5

 הוכחה.  (10

 הוכחה.  (11

 הוכחה.  (12

1
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 פתרונות גרפיים ונומריים למשוואה מסדר ראשון

 שאלות

'שדה כיוונים למשוואה הדיפרנציאלית   ושרטט (1 2y y x= −. 

 

 : ג' לשדה הכיוונים שלה-כל אחת מהמשוואות שבסעיפים א' ימוהתא (2

' .א
x

y
y

= 

y' .ב xy= 

y' .ג x y= + 

 

   

 3איור     2איור    1איור 

 

)  נתונה המד"ר (3 )' , 0 2y y x y= − =. 

)  בקירוב את ומצא )1y 0.1  בעזרת שיטת אוילר עםh =. 

 

)  נתונה המד"ר (4 )' , 1 2y x y y= + =. 

)  בקירוב את ומצא )2y 0.2  בעזרת שיטת אוילר עםh =. 

 

  

1
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 תשובות סופיות 

1)  

 

 . סעיף א' –  3איור   ,סעיף ב' – 2איור   ,סעיף ג' –  1איור  (2

3) ( )1 4.593y = 

4) ( )2 6.95328y = 

1

פרק 22משוואות מסדר ראשון

271

271



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון  –כתב ופתר  
 

 משוואות מסדר ראשון וממעלה גבוהה

 .או לא הוא נדרשאם  מרצה ה עם  וקנושא זה לא נלמד בדרך כלל; בדהערה: 

'  נסמןפרק זה  -בתת :ת סימוןהער
dy

p y
dx

= =. 

 

 שאלות

 את המשוואות הבאות:   ורפת

1) ( ) 2 2 2 2' 4 4 2 0p y x p x p xy y= − − − =

 
 

2) ( ) 2 2 2' 6 0p y x p xyp y= + − =

 
 

3) ( ) ( )2 2 2 2' 0p y xyp x xy y p x xy= + + + + + =

 
 

4) ( ) 4 2' 2p y y px p x= = +

 
 

5) ( ) 2' 2 4 0p y xp yp x= − + =

 
 

6) ( ) ( ) 2 2' 0 6 3 0p y y p y px y=  + − = 

 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) ( )1 2

1
2 ln ln 0

2
y x x c y x c

 
− −   + − = 

 
 

2) ( ) ( )1 2ln 2ln ln 3ln 0y x c y x c− −  + − = 

3) 
2 2

1
20.5 0,   0

2 2

c y x
y x c x

x

  
+ −  + − =   

   
 

4) 22y cx c=  + 

5) 21 2

2
y cx

c
= + 

6) 
2

2

2 2
6 3 0

c c
y x y

y y

   
+ − =   

   
 

1
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מבוא מתמטי לפיסיקאים 2 (ממפיס 2)
n פרק 23 - משוואות ליניאריות מסדר

תוכן העניינים

1. משוואה חסרה מסדר שלישי י 274

2. משוואה לינארית הומוגנית עם מקדמים קבועים י 275

3. שיטת השוואת מקדמים י 278

4. שיטת וריאציית הפרמטרים י 280

5. משוואת אוילר מסדר שלישי  י (ללא ספר)

6. הוורונסקיאן ושימושיו י 281

7. השיטה האופרטורית י 282
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 משוואה חסרה מסדר שלישי 

 שאלות

 את המשוואות הבאות:   ורפת

1) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 4 3

' ''' '' 3 '' ' 4 ' 16 'y y y y y y y y− − − = −, 

)  עם תנאי ההתחלה  ) ( ) ( )0 0, ' 0 3, '' 0 12y y y= = − = −. 

 

2) 

( )
( )

( ) ( ) ( )

2

2''
''' '' ' 2 '

'

0 0, ' 0 1, '' 0 2

y
y y y y y

y

y y y


− = −




= = =

 

 

3) 

( )
( )

( ) ( ) ( )

2

2''
''' '' ' 2 '

'

0 1, ' 0 1, '' 0 0

y
y y y y y

y

y y y


− = −




= − = =

 

 

4) 
( ) ( ) ( )

3 ''' ' '' 0

1 1, ' 1 3, '' 1 6

y y y y

y y y

− =

= = =
 

 

5) 

( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 42' ''' 2 '' '

0

1 ' 1 '' 1 1

y y y y y

y

y y y

− = −



= = =

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
1 1

ln 3 4 ln3
4 4

y x− + = + 

2) 
1

1
1

y
x

= −
−

 

3) tan 1y x= − 

4) 3y x= 

5) 1xy e −= 

1
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 משוואה לינארית הומוגנית עם מקדמים קבועים

 שאלות

 : 15-1בשאלות  את המשוואות   ורפת

1) ''' 2 '' 3 ' 0y y y− − = 

 

2) (4) 3 ''' 15 '' 19 ' 30 0y y y y y+ − − + = 

 

3) ''' 2 '' ' 2 0y y y y− − + = 

 

4) (4) 5 '' 4 0y y y− + = 

 

5) (4) 0y y− = 

 

6) 
3 2

3 2
2 3 20 0

d y d y dy
y

dx dx dx
+ − + = 

 

7) (4) 0y y+ = 

 

8) (6) '' 0y y− = 

 

9) ( )5 4 3 23 2 2 3 1 0D D D D D y+ + − − − = 

 

10) (8) (4)8 16 0y y y+ + = 

 

11) ''' 6 '' 12 ' 8 0z z z z− + − = 

 

12) (4) 4 0y y− = 

 

13) (6) (4)3 3 '' 0x x x x− + − = 

 

1
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14) 

''' '' ' 0

(0) 3

'(0) 4

''(0) 1

y y y y

y

y

y

− + − =


=


=
 = −

 

 

15) 

'''' 3 ''' 6 '' 12 ' 8 0

(0) 2

'(0) 5

''(0) 19

'''(0) 47

y y y y y

y

y

y

y

− + − + =


=


=
 = −


= −

 

 

 , 6נתונה משוואה דיפרניציאלית הומוגנית עם מקדמים קבועים מסדר  (16

2אשר אחד הפתרונות שלה הוא   cos2xx e x. 

 את הפתרון הכללי של המשוואה.  ומצא .א

 את המשוואה.  ומצא .ב
  

1
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 תשובות סופיות 

1) 3

1 2 3

x xy c c e c e−= + + 

2) 2 3 5

1 2 3 4

x x x xy c e c e c e c e− −= + + + 

3) 2

1 2 3

x x xy c e c e c e−= + + 

4) 2 2

1 2 3 4

x x x xy c e c e c e c e− −= + + + 

5)  0

1 2 3 4cos sinx x xy c e c e e c x c x−= + + + 

6)  4

1 2 3cos 2 sin 2x xy c e e c x c x−= + + 

7) 
2 2

2 2
1 2 3 4

2 2 2 2
cos sin cos sin

2 2 2 2

x x

y e c x c x e c x c x
−   

= + + +      
   

 

8) 1 2 3 4 cos sinx xy c c x c e c e x x−= + + + + + 

9) 2 3

1 2 3 4 5

x x x x xy c e c e c xe c x e c x e− − − −= + + + + 

10) 
   

   

1 2 3 4

5 6 7 8

cos sin cos sin

cos sin cos sin

x x

x x

y e c x c x xe c x c x

e c x c x xe c x c x− −

= + + + +

+ + + +
 

11) 2 2 2 2

1 2 3

x x xy c e c xe c x e= + + 

12) 2 2

1 2 3 4cos 2 sin 2x xy c e c e c x c x−= + + + 

13) 2 2

1 2 3 4 5 6

x x x x x xy c e c xe c x e c e c xe c x e− − −= + + + + + 

14) 2cos 3sinxy e x x= + + 

15) 22 3cos2 4sin 2x xy e e x x= − + + 

א.  (16
   

 

1 2 3 4

2

5 6

cos2 sin 2 cos2 sin 2

cos2 sin 2

x x

x

y e c x c x xe c x c x

x e c x c x

= + + + +

+ +
 

'''''' ב.  6 ''''' 27 '''' 68 ''' 135 '' 150 ' 125 0y y y y y y y− + − + − + = 

1
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 שיטת השוואת מקדמים 

 שאלות

 את המשוואות הבאות:   ורפת

1) ''' 2 '' 3 ' 2sin 4cosy y y x x− − = − 
 

2) (4) 23 ''' 15 '' 19 ' 30 28 xy y y y y e+ − − + = − 
 

3) 3 2''' 2 '' ' 2 2 3 12 14y y y y x x x− − + = − − + 
 

4) ''' 3 ' 2 xy y y e− + = 
 

5) ''' '' ' 2sin cos
2 2

x x
y y y y− + − =

 
 

6) 

2''' ' 4 3

(0) 0

'(0) 1

''(0) 2

x xy y e e

y

y

y

− − = +


=


= −
 =

 
 

 

7) (4) 2'' 3 4sin 2cosy y x x x+ = + − 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 3

1 2 3 sinx xy c c e c e x−= + + + 

2) 2 3 5 2

1 2 3 4

x x x x xy c e c e c e c e e− −= + + + + 

3) 2 3

1 2 3 4x x xy c e c e c e x−= + + + + 

4) 2 2

1 2 3

1

6

x x x xy c e c xe c e x e−= + + + 

5) ( )1 2 3

1
cos sin cos sin

4

xy c e c x c x x x x= + + + − 

6) 21
4.5 4 2

2

x x xy e xe e− −= − + + + 

7) 4 2

1 2 3 4

1
cos sin 3 sin 2 cos

4
y c c x c x c x x x x x x x= + + + + − + + 

1

n פרק 23משוואות ליניאריות מסדר

279

279



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון   –כתב ופתר  

 

 שיטת וריאציית הפרמטרים

 שאלות

 את המשוואות הבאות:   ורפת

1) 
1

''' '
cos

y y
x

+ = 

 

2) ''' 3 '' 2 '
1

x

x

e
y y y

e−
− + =

+
 

 

3) ''' 3 '' 3 '
xe

y y y y
x

− + − = 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 1 2 3

1
cos sin ln tan cos sin ln cos

cos
y c c x c x x x x x x

x
= +  +  + + − + 

2) 
( )( ) ( )( ) ( )

2

1 2 3

21 1
1 ln 1 ln 1 ln 1

2 2

x x

x x x x x x

y c c e c e

e e e e e e−

= + + +

 
+ + − + + − + + − + 

 

 

3) 2 2 2

1 2 3

3 1
ln

4 2

x x x x xy c e c xe c x e x e x e x= + + − + 

1
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 הוורונסקיאן ושימושיו 

 שאלות

)האם קיימת מד"ר מהצורה   (1 ) ( ) ( )''' '' ' 0y p x y q x y r x y+ + + =, 

בקטע    בעלת מקדמים רציפים 1,1−, 

)כך שהפונקציות   ) ( ) ( )2 3

1 2 3, ,y x x y x x y x x= =  , הן פתרונות שלה? =

 

)  נתונות הפונקציות (2 ) ( ) ( )1 2 34 , 4 , 20y x x y x x y x x= − = + = +. 

 את הוורונסקיאן של הפונקציות.  וחשב .א

)האם הפונקציות תלויות בקטע    וקבע .ב ),− . 

בידיעה ששלוש הפונקציות הן פתרון של המד"ר   ,שוב על סעיף ב' ו ענ .ג
'' 0y =. 

 

 את הסעיפים הבאים:  ורפת (3

)יהיו   .א ) ( ) ( )1 2 3, ,y x y x y x  פונקציות גזירות ברציפות שלוש פעמים 

 .I-, ונניח כי הוורונסקיאן שלהן שונה מאפס בIבקטע  
 בעלת מקדמים רציפים ,3כי קיימת משוואה הומוגנית מסדר  וח יהוכ 

)- כך ש ,Iבקטע   ) ( ) ( )1 2 3, ,y x y x y x  .הם פתרונות שלה 

  ,עם מקדמים רציפים ,מסדר שלישי   ,משוואה לינארית, הומוגנית מורש .ב

)שהפונקציות   ) ( ) ( )2 3

1 2 3, ,y x x y x x y x x= =  פתרונות שלה.  הן  =

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

0xלא. הפונקציות מתאפסות רק בנקודה אחת   (1 =. 

0Wא.  (2  ג. הפונקציות תלויות.   ב. הפונקציות תלויות.   =

ב.  . א. שאלת הוכחה (3
2 3

3 6 6
''' '' ' 0  ,  0y y y y x

x x x
− + − =  
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 אופרטוריתהשיטה  ה

 שאלות

 את המשוואות הבאות:   ורפת

1) ( )3 2 22 3 4 10x xD D D y e e−− − = − 

 

2) (4) 43 ''' 15 '' 19 ' 30 10 2 1x xy y y y y e e+ − − + = + − 

 

3) ( )4 3 2 26 13 12 4 10 4x xD D D D y e e− + − + = + 

 

4) ( )5 4 3 2 48 22 28 17 4 24 81x xD D D D D y e e− + − + − = + 

 

5) ( ) ( ) ( )6 4 2 104sin 2 1 cos 10D D D y x x+ + = + + + 

 

6) ( )5 4 3 28 22 28 17 4 5sin 2D D D D D y x− + − + − = − 

 

7) ( )4 3 2 23 6 12 8 30sin cos 48cos 16
2 2

x x
D D D D y x− + − + = + − 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 0 3 2

1 2 3

x x x x xy c e c e c e e e− −= + + − + 

2) 2 3 5 4

1 2 3 4

5 1 1

81 18 30

x x x x x xy c e c e c e c e e xe− −= + + + + − − 

3) 2 2 2 2 2

1 2 3 4 5 2x x x x x xy c e c xe c e c xe x e x e= + + + + + 

4) 2 3 4 4 4

1 2 3 4 5

1

3

x x x x x x xy c e c xe c x e c x e c e x e xe= + + + + − + 

5) ( ) ( )2 2 3 3

1 2 3 4 5 6 2sin 2 1 cos 10x x x xy c c x c e c e c e c e x x− −= + + + + + − + − + 

6)  2 3 4

1 2 3 4 5

1
4sin 2 22cos 2

500

x x x x xy c e c xe c x e c x e c e x x= + + + + + − 

7) 2

1 2 3 4

5sin 25cos 3cos 2 18sin 2
cos 2 sin 2 1

26 37

x x x x x x
y c e c e c x c x

+ − −
= + + + + + + 

1
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